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Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy maturg:

a) planuje i wykonuje obliczenia na liczbach rzeczywistych; w szczegélnosci oblicza
pierwiastki, w tym pierwiastki nieparzystego stopnia z liczb ujemnych,

b) bada, czy wynik obliczen jest liczba wymierna, >

c) wyznacza rozwinigcie dziesigtne; znajduje przyblizenia liczb; wykorzystuje pojecie
bledu przyblizenia,

d) stosuje pojgcie procentu i punktu procentowego w obliczeniach,

e) postuguje sie pojeciem osi liczbowej i przedzialu liczbowego; zaznacza przedzialy
na osi liczbowe;,

znacza na osi liczbowe) zbiory opisane za pomoca réwnan i nier6wnosci typu:
|x—a|=b, |x—a|>b, |x—a|<b,

g) oblicza potegi 0 wykladnikach wymiernych oraz stosuje prawa dzialah na potggach
o wykladnikach wymiernych i rzeczywistych,

h) zna definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, loga-
rytm ilorazu i logarytm potggi o wykladniku naturalnym.

Dziatania na liczbach rzeczywistych

1.1. Okresl, ile jest liczb dwucyfrowych naturalnych podzielnych przez:
a) 5, h) 8 lub 10, ¢) 6 1niepodzielnych przez 12.

1.2. W grupie 44 uczniow jest 26 chlopcow. Prawo jazdy ma 33 uczniow, a 5 dziewczat
ni¢ ma prawa jazdy. Oblicz, ilu chlopcéw ma prawo jazdy.

t.3. Liczba pileczek w pudle nalezy do przedzialu (65;105). Jesli z pudta wybieramy za
kazdym razem po 10 pileczek, to w pudle pozostanie 5 piteczek, a jesli wybieramy po
7 pileczek, to w pudle pozostana 4 piteczki. Oblicz, ile piteczek bylo w pudle.

1.4. W biegu na 100 metréw startuje 125 zawodnikow. Bieznia ma 5 torow 1 tylko zwy-
cigzca kazdego biegu przechodzi do nastgpnej rundy, a wszyscy pozostali odpadajg z kon-
kurencji. Oblicz najmniejsza liczbg biegow potrzebnych do wylonienia zwycigzcy.
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1.5, Oblicz:
a) NWD (546,306)+ NWW (15, 21), b) NWW (21, 28)+ NWD (84, 630).

1.6. O liczbie x wiadomo, ze NWD (6, x)=3 oraz NWW (6, x)=90 . Oblicz x.

1.7. Spoérdd liczb: @ =1,3245, b=0,38(42), c=+32, d=§, e=2+1, f=m, g=%

podaj te, ktore sa niewymierne.

1.8. Podaj dwie liczby wymierne zawarte migdzy liczbami:

450, 451 RN
803 803 10000 10000

1.9. Podaj przykiad trzech liczb wymiernych m, k, /, takich ze %< m<k<l< % :

1.10. Zamien na utamek zwykly liczbeg 1,2(7).

Aby zamienié liczbe 1,2(7) na utamek zwykly postgpujemy nastgpujaco.
1° Rozwinigcie okresowe przedstawiamy jako sume dwoch liczb 1,2(7)=1,2+0,0(7).
2° Przedstawiamy liczbe 0,0(7) w postaci 0,0(7)=0,1-0,(7)=0,1-7-0,(1).

Korzystajac z tego, ze 0, (1)—— otrzymujemy 0 0(7)_ﬁ 7- % %
2.7 .25 5
3° Z warunk6éw 1° i 2° otrzymujemy: 1,2(7)=1—+—=1—=1—

10 90 90 18°

4° Odpowiedz. 1,2(7)=1%.

Postepujqc analogicznie, przedstaw w postaci utamkow zwyklych liczby:

1) 1,2(4), h) 0,(03), ¢) 0,1(12).
1.11. Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:
2V5° V3+2° 3v2 -4’ 2v3+5° V5437
2 1

1.12. W dwrotnos¢ liczby ¢ = — X
yznacz o czby NN N

Aby wyznaczy¢ odwrotnos¢ liczby ¢ postepujemy nastgpujaco.
1° Przedstawiamy liczbe ¢ w najprostszej postaci.
2(«/_+«/_) (V5-+3)_2V5+2J/3-V5+43 _ V54343
V5-V3)¥5+43) (V3P -(s3) 2
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1
2° Wyznaczamy odwrotno$¢ liczby c, czyli liczbg — .
c

1. 2 2 5-343 2(/5-343) _
¢ V5+3V3 54343 V5-3V3 (3P -(3v3)

_2(¥5-3v3) _3v3-45
~ 5-9.3 11

, 1 3J3-45
3° Odpowiedz. AR T

Postepujqc analogicznie, wyznacz odwrotnos¢ liczby x, gdy:

s 31 12
a) x=2-+3, b)x—\/7_\/§ N Wk c)x—ﬁ+\/§_1.

1.13. Sprawdz, czy liczby x i y sa liczbami przeciwnymi, gdy:
2 3 3 1

H = + x= +
N X 3-242 342 R/ S 3

ﬁ,yzzﬁ_ls, b ﬁ,y=«/§+~/§.

1.14. Wyznacz takie liczby catkowite x i y, aby spelniona byla rownos$¢:

a) (1—«/5)3=x+y\/§, b) («/7—2)2=x«/_7_+y.

i.15. Sprawdz, nie uzywajac kalkulatora, czy liczby x i y s rowne, gdy:

:l')x:(w/4+~./7+\/4—«/7)2, y=14, h.ixz(i/_g_-g)_, y==-2.

1.16. Wykaz, ze:

1 1

a) V3-2V2 = — | b) V2++/3 = .
3422 N2-43

¢) VO+214 =2 +/7, d) V13-2430 =10 =+/3.

1.17. Wykonaj dziatania i okre$l, czy wynik nalezy do zbioru W (zbior liczb wymiernych)
czy do zbioru R\W (zbidr liczb niewymiernych).
1

a) [(JE)‘1+J§ ].[ﬁ_(ﬁ)—l ] b) 2‘2-(0],5)‘5, 0 33.973

4 »
646 !
3

4y (v3+2)(2v3-3), ¢) (V48 - 227 +V12)(v/5 +2-75),
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[1401—1383):181
0 \ﬁ_\f \F_ Gl 30 " 12) 6
= 0,002 ’
| 1722 21701 4 3—
by —0 3 12 iy Y16 +32 +3/-54 .
| 0,8-0,25

3 3
1.18. Liczby —«/5, (—%) , (—%) , -3 uporzadkuj rosnaco.

-

.19. Liczbeg x zapisz w postaci potegi o podstawie p.

4 x=2".4.8,gdy p=2, B) x:(%-Sl]Q?,gdy p=3.
{.20. Zapisz w postaci potegi o wykladniku wymiernym liczbe:
1
;:H/Z, hi \/53\/5, <) 3\/5\/5, iliﬁ.

1.21. Poroéwnaj liczby x i y, gdy:

;”x:i‘\[é" y=2‘\/§, h" x=32000’ y=23000,
3 8
) 1

¢) x= [(—ZT +3-2‘3] +3-8%, y =(3]_2 +(1)_3 -l+(3)_2 .
3 2 3 9 \5
1.22. Wykaz, ze kazda liczba postaci 10" +2, gdzie ne N7, jest podzielna przez 3.
{.23. Wykaz, Ze liczba a=11'"" -1 jest podzielna przez 10.
.24 Wykaz, ze liczba 2-9'% —9%° —9%® jest podzielna przez 19.

7190 _ 7% _2.7% jest podzielna przez 10.

i.75. Wykaz, ze liczba
1 30, Wykaz, ze liczba 2 42" +2'7 jest podzielna przez 21.

t 27, Wykaz, ze liczba 3-5” +2-5° +5° jest podzielna przez 19.

i.2%. Uzasadnij, ze liczba a, taka ze a =3"+3""' +3™? jest podzielna przez 13.

¢ Wykaz, ze liczba 20107 jest podzielna przez 67°.

f,

1 .26, Roztéz na czynniki liczbe, ktora jest wynikiem dziatan: 14-5*+5° +2.5%.
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t.31. Oblicz n, gdy:
a) 4,2-10" =4 200000, b 1,35-10" =135000 000 .
¢) 5,23-10" =0,000 005 23, d) 7,2-10" =0,000 072 .

1.32. Przyjmujac, ze predkoéé $wiatla jest rowna 2,997-10' M oraz jedna mila to
S
1,6-10° cm, wyraz predkosé §wiatta w milach na sekunde. Wynik zapisz za pomoca no-

tacji wykladniczej.

(@®+2ab+5%)"  (2a-b)>
(@+b)  (4a2-4ab+b*)

1.33. Oblicz warto$¢ wyrazenia ,gdy a=1156=05.

Logarytmy
1.34. Wiedzac ze log2=0,30 i log3=0,48, oblicz:
4) logl8, b) log6§ . ) log$, i) logm(i/—%].
t.35. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek log, ¢ = log, b =log, a =2 . Oblicz Vabc .

1.36. Przyjmujac ze a=1log,10 i b=log,5, wyraz za pomocg a 1 b wartos¢ logarytmu:
a) log,50, b) log, 500, ) log, 250, dy log, 2.

.37, Zapisz za pomoca jednego logarytmu wyrazenie:

) log,3+log,4-log,2, b) 2log,2, <) —loga%—logal2,

dj log, 6+log,5—log, 2, - %logbr+%logbp, I log,x-3log, v .
1.38. Oblicz:

@) 2log5+1log4, ) 2log,6-log, 4, ¢} log,40-log, 5,

_ 1 1 1
dj log,3—log, 48, v¢jlog;0,5+2log;20-3logs2, ) 10g3§+log3§+...+log3§g.

.39, Skala Richtera (SR) stuzy do okreslania sity trzgsienia Ziemi i opisana jest wzorem
SR(A)=1log A, gdzie A (w mikronach) to maksymalna amplituda fali sejsmiczne;.
a) Oblicz, o ile wzro$nie sila trzgsienia Ziemi, jes$li amplituda 4 roénie stukrotnie.
b) Wartos¢ SR wzrosta o trzy jednostki. Jaki byl wzrost amplitudy A?
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1.40. Wykaz, ze x jest liczba catkowita, gdy:

a) x=log;9+2(logs1—-logs3), b) x=1log,125—-2log,5,
¢) x=log,,9+log,, 243+log,, . d) x=log2+log%+log3%+log3,
e) x=log, 2’ +log,(4,5)° —2logs V5 , f) x=1log625+1ogl,6.
1.41. Oblicz x, gdy:
a) log,x=3, b) log,ss4=x, ¢) loglzsé——‘x.

Procenty i punkty procentowe. Lokaty i kredyty

1.42. Populacja stolicy pewnego kraju stanowi 50% liczby pozostatej ludnosci tego kraju.
Ile procent populacji calego kraju stanowi liczba mieszkancow stolicy?

1.43. Cena pewnego towaru wraz z 7% podatkiem VAT byta rowna 64,20 zi.
a) Oblicz ceng tego towaru, gdyby podatek VAT zamiast 7% byt rowny 22%.
b) O ile procent wzrosta cena towaru po podwyzszeniu podatku VAT z 7% do 22%?

1.44. Na wykresie kotowym przedstawiono udziat

wybranych wydatkow w budzecie rodzinnym. telefon i

7 czesci wydatkow na rozrywke 10% przezna-
czono na oplaty telewizji kablowej. Oblicz, jaka energia
czes¢ budzetu stanowia te oplaty. clekirycena

Wsrod 400 badanych oséb 65% biegle zna jezyk angielski, 47% zna biegle jezyk
francuski a 24% zna biegle oba te jezyki . Oblicz, ile 0sob sposrod badanych nie zna
zadnego z tych jezykow.

Oblicz liczbe x, ktorej:
) 60% dwukrotnosci liczby x jest rowne 30% liczby x powigkszonej o 5,
h) 80% czwartej czescei liczby x jest rowne 40% liczby x zmniejszonej o 15.

1.47. W nowym salonie sprzedazy samocho-

doéw udzielaja kupujacemu rabat od ceny de- Cena detaliczna Rabat
talicznej samochodu zgodnie z tabela obok. Powyzej 50000 zi 10%
Pan Jurek wybral samochod za 42500 zt, a pani od 30000 zt do 50000 zt 8%
Agata za 29000 z1. O ile zlotych mniej zapta- ponizej 30000 zt 5%

cila pani Agata od pana Jurka?
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1.48. Planujac czterotygodniowe wakacje, rodzina Kowalskich przeznaczyla pewna kwotg¢ na
wyzywienie. W pierwszym tygodniu wydano 30% zaplanowanej kwoty, w drugim tygodniu
0 60 zl mniej niz w pierwszym, w trzecim potowg reszty pienigdzy. Na czwarty tydzien
zostato 270 zt. Oblicz kwotg, ktora rodzina Kowalskich przeznaczyla na wyzywienie.

1.49. W stopie zawierajacym 4,5% otowiu (Pb) jest o 19 kg otowiu wigcej niz w drugim,
zawierajacym 4% otowiu. Laczna masa tych stopow jest rowna 800 kg.
a) Oblicz masg kazdego ze stopow.
b) Ile kilograméw otowiu jest w kazdym z tych stopow?

1.50. Odsetki od dwoch kredytow budowlanych o tacznej wartosci 100 000 zt wynosza
rocznie 3 150 zl, przy czym stopa procentowa w skali roku jednego z kredytow jest
rowna 3%, a drugiego 3,5%. Oblicz kwot¢ kazdego z tych kredytow.

1.51. Reprezentatywne) grupie 500 osob zadano pytanie: ,,Czy
Pani/Pana zdaniem Polska powinna zbudowa¢ elektrowni¢

atomowa?”. Wyniki przedstawiono na diagramie (rysunek
obok). Gdy ponownie zapytano: ,,Czy zgodzitaby/zgodzil-
by si¢ Pani/Pan, aby ta elektrownia powstata niedaleko Pani/
Pana zamieszkania?”’, wynik odpowiedzi ,,nie” wzrost o 22 punkty procentowe. Oblicz,
ile 0sob nie zgodzilo si¢ na budowg elektrowni atomowe;.

Wskazowka. Punkty procentowe to réznica dwoch wielkosci podanych w procentach.

46% A ion

trudno :
owiedziec
v 6%

1.52. Na procentowych diagramach kwadratowych przedstawiono struktur¢ zawodowa
ludnosci Polski w wybranych latach. Jeden kwadracik na diagramie to 1% liczby osob
pracujacych w gospodarce.

Ludnos¢ zawodowo czynna (pracujaca) w:
przemysle i budownictwie i handlu, transporcie, lacznosci
rolnictwie i lesnictwie ¥ pozostalych dzialach gospodarki  (Zrddlo: Maly Atlas Polski)

2) Podaj, o ile punktow procentowych zmalata liczba 0s6b pracujacych w rolnictwie
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1 le$nictwie w roku 1970, a ile w roku 2000, w poréwnaniu z roktem 1950.
O ile procent zwigkszyla sig liczba 0sob pracujacych w handlu, transporcie i1 facznosci
na przestrzeni pigcdziesigeiu lat XX wieku?

1.53. W tabeli obok przedstawiono opro- Oprocentowanie
. . . Stopa procentowa NBP
centowanie stop procentowych w okresie 26.06 | 27.11
od czerwca do grudnia 2008 r. Oblicz, o ile Stopa referencyjna *) 6.00 5,75
punktow bazowych obnizono oprocento- Kredyt lombardowy 7.50 7.25
wanie stop i jakg one sa czgScig punktu | Stopa depozytowa NBP | 4,50 | 4,25
procentowego. Wskazéwka. 1 punkt pro- Redyskonto weksli 6,25 6,00
centowy = 100 punktow bazowych. *) minimalna rentowno$¢ 7-dniowych bondw pienieznych

1.54. Wyniki sondazu przeprowadzonego na reprezentatywnej grupie 1000 osob, doty-
czace poparcia pi¢ciu partii politycznych w ostatnich miesigcach roku, umieszczono
w tabeli ponizej. Uzupetnij cztery kolumny tabeli.

Partia Wyniki W punktach procentowych W procentach
wrzesien | listopad wzrost spadek wzrost spadek
K... 40% 44%
M... 26% 25%
N... 6% 9%
P.. 10% 14%
R... 7% 7%

1.55. Podwoch obnizkach o 20% za kazdym razem cena plaszcza jest rowna 320 zi. Oblicz,
ile kosztowal plaszcz przed obnizkami.

1.56. Wtasciciel domu chcac oszczedzaé energie elektryczna dokonat dwoch usprawnien,
ktdre obniza wydatki na ogrzewanie domu kolejno 0 20% i 0 26%. Oblicz, o jaki procent
wlasciciel domu zmniejszyt tacznie wydatki na ogrzewanie.

1.57. Zatozmy, ze zdecydowates sie wptaci¢ 1000 zt na konto oprocentowane 12% w sto-
sunku rocznym z kapitalizacja odsetek:
a) po roku, b) co pot roku, ¢) co kwartal, d) co miesiac.

Jaki bedzie stan Twojego konta po uptywie roku?

1.58. Oblicz, jaki dochdd przyniesie po trzech latach lokata 10 000 zt, ktora jest oprocen-
towana w stosunku rocznym w wysokosci 8%, a odsetki sg kapitalizowane co kwartal.
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1.59. W pierwszym roku produkcji pewnego towaru sprzedano go 10 000 sztuk. Przez
kolejne 3 lata sprzedaz wzrastata o 8% rocznie. Ile sztuk towaru sprzedano w czwartym
roku?

1.60. Pan Kowalski zalozyl w pewnym banku dwuletnia lokate terminowa w kwo-
cie 5000 zt. Oblicz oprocentowanie tej lokaty w skali rocznej, jezeli kapitalizacja odse-
tek nastgpowata co pot roku i po dwoch latach na koncie pana Kowalskiego byta kwo-
ta 7320,50 zi.

1.61. W banku A kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartat i lokaty oprocentowane sa
w wysokosci 20% w stosunku rocznym, za$ w banku B kapitalizacja odsetek nastgpuje
dopiero po roku, ale lokata jest oprocentowana w wysokosci 21% w stosunku rocznym.
Wybierz bank, w ktorym korzystniej mozna lokowacé kapitat na jeden rok. Odpowiedz
uzasadnij rachunkiem.

1.62. Cena akcji pewnej firmy w ciagu dwoch kolejnych sesji gieldowych obnizala sig
kazdorazowo o 10% i wyniosta 29,97 zi. Oblicz, ile kosztowaly akcje tej firmy dwie
sesje wczesnie].

1.63. Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat otrzymato razem w spadku 84 100 zi. Kwote te
zlozono w banku, ktory stosuje kapitalizacjg roczng przy rocznej stopie procentowej 5%.
Kazde z dzieci otrzyma swoja cze$é spadku z chwilg osiagnigcia wieku 21 lat. Zycze-
niem spadkodawcy bylo takie podzielenie kwoty spadku, aby w przysztosci obie wypta-
cone cz¢sci spadku (zaokraglone do pelnych ziotych) byly réwne. Jak nalezy podzieli¢
kwote 84 100 zl migdzy rodzenstwo?

1.64. Bartek zlozyt w banku 20000 z1 na okres trzech lat i wyrazit zgode na zmienna stope
procentowa. Kolega Bartka, Marek, kupit dziatke¢ rekreacyjna za 20000 zi. Marek sprze-
dat swoja dziatke po trzech latach za 26000 zt. Ktéry z nich zainwestowal swoje pienia-
dze korzystniej, jezeli oprocentowanie w banku bylo w pierwszym roku 9%, w dru-
gim 7%, w trzecim roku 8%. Odpowiedz uzasadnij, wykonujac odpowiednie obliczenia.

Bitad przyblizenia

i.4%. Podaj przyblizenie dziesietne liczby & z dokladnoscia do 0,001. Okresl, czy jest to
przyblizenie z nadmiarem, czy z niedomiarem. Oblicz btad bezwzgledny A tego przybli-
zenia, gdy:

15
7 k= 45 1

s k=—, iy k=— =—), ; :
11 7 13 9
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1.66. Wyniki pomiaréw dtugosci (w metrach) trasy biegu przetajowego przedstawiono
w ponizszej tabeli.

Numer pomiaru 1 2 3 4 5 6
Wynik pomiaru | 996 1003 997 | 1002 999 | 1005

Oszacuj rzeczywista dtugos¢ trasy, jezeli btad bezwzgledny A kazdego pomiaru jest
niewigkszy niz 5 m.

! 12
1.67. Adam obliczyt warto§¢ wyrazenia [(7 +/24)2 + (7 —24 ) 2 ] t otrzymat wynik 14,

ktory okazat si¢ btedny. Oblicz btad wzgledny & jego obliczen i wyraz go w procentach.

Odczyt z wagi towarowej, wazacej samochdd z tadunkiem, wskazat 3083,3 kg.
Wynik ten zaokraglono do pelnych dziesiatek kilogramow. Oblicz btad wzgledny 6 tego
zaokraglenia 1 wyraz go w procentach.

Liczba 250 jest przyblizeniem liczby x z niedomiarem. Blad bezwzglgdny A tego
przyblizenia jest rowny 3.82. Oblicz blad wzgledny 6 tego przyblizenia i wyraz go w pro-
centach.

Liczba 350 jest przyblizeniem liczby x z nadmiarem. Bfad bezwzgledny A tego
przyblizenia jest rowny 3.2. Oblicz btad wzgledny 6 tego przyblizenia i wyraz go w pro-
centach.

1.71. Oszacuj) wynik mnozenia 2.265-5 z doktadnoscia do dwoch miejsc po przecinku,
a nastgpnie oblicz jego warto$¢ korzystajac z kalkulatora. Oblicz btad wzgledny o tego
przyblizenia 1 wyraz go w procentach.

Przedzialy liczhowe i wartoS¢ hezwzgledna

Na osi liczbowe) zaznacz zbidr punktow o wspoétrzgdnych x, takich ze:
x>2 lub x<-3, x>-3 lub x<2,
x<3 lub <0, Y€ (2:3) lub xe(-5:5).

Wykonaj dziatanic 1 zaznacz na osi liczbowej punkty, ktorych wspotrzedne naleza
do zbioru:
(=L 1youdl}, (=5:3)m{3}. R\ (—2=.0), R\(0;+o0).
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1.74. Podaj najmniejszy przedziat otwarty (a;b), gdzie ae C 1 be C, do ktorego nalezy
liczba:

| -
VR A e, b) 1-/2 g s d) _
- y 3 2=2° V3 +1

1.75. Zapisz w postaci przedzialu liczbowego lub sumy przedzialow zbior liczb spetniaja-
cych warunkai:

a) x<3 lub x>-3, ) -x<3:lub x>5, c) x>+ 1ix<S,

d) x<1 lub x<3; e) |x[<1, f) [x23, 2) [x/<10.

1.76. Zaznacz na osi liczbowej zbiory AUB, ANB, A\B, B\ A, gdy:
a) A=(—c0;7) i B=(T;+), b) 4=(0;4) i B=(0;3),
¢) A=(0;3) i B=(-1;4), d) A=(—o0;—-4)U(4;+00) i B=(—00;—-2)U(2;+0).

77. Zapisz w postaci przedziatu liczbowego zbior takich liczb x, dla ktorych wyrazenie

ma sens liczbowy.

1
x+1, b) V2-x, C) 2\/;—4-\/)(—5, d) m

1.78. Wskaz przedzialy liczbowe A4 1 B, ktore spelniaja jednoczesnie warunki:
ANB=(0;2), AUB=(-5;+=), A\B=(-5;0).

1.79. Zbiory A4 1 B sa przedzialami liczbowymi, dla ktorych wyniki dzialan (sumy, iloczy-
nu 1 roznicy) przedstawiono na rysunkach ponizej. Zapisz zbiory 4 i B.

a) AUB b) AUB
———— - e
-3 0 x 0 B X
ANB ANB
+ BN NI Aiviie Savin pIan . osas arres Ry e o
0 i P TN x
A\B it A\B, ,
e L —
-3 0 X -2 0 5 X
[.80. Na rysunku obok przedstawione jest A = C = E £ G H J .
polozenie punktow 4, B, C, D, E, F, G, At lon - Fgt o3 g 7
e i g g

H, J na osi liczbowej. Oblicz:
| 1521 | . 14p) 1G]
18’ S Er iR - l4€
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1.81. Oblicz:
a) ||-3+2|-q—3|+|2], b) |ﬁ—1|—|-3+ﬁ|, ¢) ,/|2J§—6|-\/2«/§+6,
¢ 1=V2V, oy VB=2v2) —(=3vZ +1) .

1.82. Zapisz bez uzycia symbolu wartosci bezwzglgdnej wyrazenie:
) [x=2|+|x~1|, gdy xe (~;0), by [x+3-2x—2|, gdy xe(-3;2),

) Vx? +10x+25 —V4x? , gdy x<-5, d) Vx? +14x+49 —v/9x? ,gdy —7<x<0.

§.83. Zapisz nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledna, dla ktorej zbiorem rozwiazan jest:
N (=33), W (=66), ) (—e;=2)U(2+e0), ) (meos=1)U(L;+eo).

i.84. Na osi liczbowej odcinek AB, gdzie A= (%) 1 B= (II% ), podzielono punktami C i D
na trzy roéwne czesci. Oblicz wspotrzedne punktow C 1 D.

1.85. Zapisz w postaci rOwnania (nierownosci) z uzyciem symbolu wartosci bezwzgledne;
oraz zaznacz na osi liczbowej punkty, dla ktoérych odlegltos¢ od punktu o wspotrzedne;:

@) 0 jest rowna 4, b) —1 jest rowna 5,
¢) 3 jest rOwna V2, d) —/5 jest mniejsza od 7,
¢) 8 jest wigksza od 8, f) ¥2+1 jest niewicksza niz 2 .

i.80. Zaznacz na osi liczbowej x zbior liczb spelniajacych warunek:
:i)|x—1|=3, D) |x+2|=l, <) |x—\/51=0’

d) x+2|<3, ¢) Ix—«/§|>2, N |x-2/<0.

1.87. Przedzial A4 jest zbiorem tych liczb rzeczywistych, ktérych odlegtos¢ na osi liczbo-
we) od liczby 4 jest mniejsza od 2, a przedziat B jest zbiorem tych liczb, ktorych odle-
glos¢ od liczby 2 jest mniejsza od 4. Oblicz cz¢$¢ wspolng 1 sume przedziatow 4 1 B.

1.88. Na osi liczbowej x zaznaczono przedziat 4 zlozony z tych liczb rzeczywistych,
ktérych odleglosé na osi od liczby 1 jest niewigksza niz 5. Przedzial przesunigto wzdtuz
osi w kierunku ujemnym o dwie jednostki, otrzymujac przedzial B. Wyznacz:

a) wszystkie liczby catkowite, ktore naleza do iloczynu przedziatow A4 1 B,
b) wszystkie liczby naturalne, ktore naleza do sumy przedzialow 4 i B,
¢) przedzial, ktory jest roznica przedzialow B 1 A.
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1.89. Na osi liczbowej x zaznaczono przedziat A zlozony z tych liczb rzeczywistych,
ktorych odleglos¢ na osi od liczby 2 jest niewigksza niz 3. Przedziat przesunieto wzdhz
osi w kierunku dodatnim o jedna jednostkg, otrzymujac przedziat B. Wyznacz zbior liczb,
ktére naleza do:

a) do przedziatu 4, b) do przedziatu B, c) sumy przedzialéw 4 i B,
d) iloczynu przedziatow A4 i B, e) roznicy przedzialéw A4 i B.

1.90. Rozwiaz ré6wnanie (nieré6wnos¢):
a) 2x-3|=1, b) 2|x+2|=6, ) |-x+4|=7,

d) -3lx—11]=3, e) [1-3x|<1, f) x—2/20.

Zadania zamkniete
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidlowq)

1. Wsrod liczb naturalnych nalezacych do przedziatu (44;50):
A) jest jedna liczba pierwsza, B) sa dwie liczby pierwsze,
C) sa trzy liczby pierwsze, D) nie ma liczb pierwszych.

2. Najwigksza liczba dwucyfrowa, ktora przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1 jest liczba:
A) 93, B) 95, C) 97, D) 99.

3. Gdy ne N ,to kazda liczbg calkowita, ktora przy dzieleniu przez 7 daje reszte 5, mozna
przedstawi¢ w postaci: :
A) 5n+7, B) 7n+5, C) 7(n+5), D) 7n-5.

4. Najwigkszy wspolny dzielnik (NWD) liczb 576 i 480 jest rowny:
A) 27.3%, B) 2°.3.5, C) 2''.3%.5, D) 2°.3.

S. Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ (NWW) liczb 252 i 147 jest rowna:
A) 2%.32.7, B) 2°.3.7%, C) 2%.3*.7%, D) 2%-3.7.

6. Liczba naturalna q, taka ze a =3n-1, gdzie ne N7, nie jest liczba pierwsza, gdy:

A) n=1, B) n=2, C)n=3, D) n=4.
7. Rozwiniecie dziesietne skonczone ma liczba:
A i B E 0O) ﬂ D E
)12’ )35’ 110° )7'

8. Rozwinigcie dziesietne nieskonczone ma liczba:

A) > B) > 0 = D) =
)5’ )8’ )399 )34'
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9. Suma najmniejszej i najwiekszej sposrdd liczb ujemnych —0,3456, —0,6, —0,78,
—0,2345 jest rowna:

A) -1,0145, B) —0,9456, C) -1,1256, D) —0,8345.
1
10. Najwicksza sposrod czterech licz ETE 111, D", (-11) jest liczba:
1
A) —7r B) -111, O (-1, D) (-11)".

11. Jezeli a=0,(3), b=0,(31), c=%, to warto$¢ wyrazenia a+c—b jest rowna:
31 32 34 35
A) —, B) —, C) —, D) —.
) 99 ) 99 ) 99 ) 99
: . .7 8 . s
12. Liczba wymierna w, taka ze §<w<§, moze by¢ rowna:
28 25 31
A) —, B) —, C) —, D) 0,89.
) 36 ) 36 ) 36 )

13. Zalezno$é miedzy kilometrem (km) i decymetrem (dm) opisuje rOwnosc:
A) 1km=10’dm, B) 1dm=10"%km, C)1dm=10"km, D) lkm=10"dm.

14. Kwadratem liczby naturalne; jest liczba:
A) 139, B) 11", o 9, D) 77.

15. Potowa liczby 2'* to:

A) 1198 , B) 299 , C) 199 , D) 2197 ]
16. Wyrazeni 10°+10° ' taci potegi liczby 10 t
. razenie ————— 5 Zapisane ostaci 1C o:
yrazenie 11000-10° zapisane w postaci potggi liczby
A) 10°, B) 10°, C) 10°, D) 107,

17. Wyrazenie 3343 -49-@ .7 zapisane w postaci potegi liczby 7 to:

A) 7%, B) 7°, C) 7%, D) 7'.

18. Wiadomo, ze 2'°=1024, wiec:
A) 21 >10%, B) 2" >10°, C) 2 >10°, D) 2*°>10".

19. W przedziale (2;32) poteg liczby 2 jest:
A) 2, B) 3, C) 4, D) 5.
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1
20. Liczba 2 4 przedstawiona w postaci potegi liczby 16 to:
0 1 1 i

A) 16 8, B) 16 8, O) 16 4, D) 16 6.
21. Jezeli a=+/81-+/289, to:
A) a=9-17, B) a=81-17, C) a=8, D) a jest liczba niewymierna.
22, Jezeh av=31/—15E ib=31/—4£,to:
8 27
A) a=b, B) a>b, C)a<b, D)aibsaliczbami niewymiernymi.

23. Liczba 90 jest o 50% wigksza od liczby x. Zatem:
A) x =60, B) x=135, C) x=45, D) x=150.

24. Jedna liczba stanowi 25% drugiej liczby. Wynika z tego, ze druga liczba stanowi:
A) 50% pierwszej liczby, B) 100% pierwszej liczby,
C) 200% pierwszej liczby, D) 400% pierwszej liczby.

25. Jezeh 35% liczby a jest rowne 140, to:

A) a =200, B) a =350, C) a =400, D) azﬁ

14

26. Oprocentowanie rocznej lokaty w pewnym banku jest rowne 15%. Chcac mieé po
roku wraz z odsetkami na koncie 6900 zl nalezy wplaci¢ na lokate kwote:
A) 5000 zi, B) 5500 zi, C) 5750 zi, D) 6000 zt.

27. Zmieszano 100 litrow mleka o zawartosci 3,5% tluszczu i 100 litrow mleka o zawar-
tosci 5% thuszczu. Otrzymano mleko o zawarto$ci thuszczu:

A) 3,5%, B) 5%, C) 4,25%, D) 8,5%.

28. W tabeli obok przedstawiono dla wy-

branych najmniejszych miast Polski licz- Miasto Liczba mieszkarcow

be mieszkancoéw obecna i planowana za - obecnie | za5 lat

5 lat. Najwiekszy procentowy wzrost licz- Krzywin 1530 1690

by ludnosci przewiduje: Dolsk 1500 1640

A) Krzywin, B) Dolsk Gorzno 1350 1275
’ y ica Morsk

C) Gérzno, D) Krynica Morska. Krynica Morska | 1320 | 1430
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29. Poparcie dla partii X wzrosto w ciagu jednego miesigca z 20% do 25%, czyli
0 5 punktéw procentowych. Zatem poparcie dla tej partii wzrosto o:
A) 5%, B) 20%, C) 25%, D) 30%.

30. Szacujac wynik iloczynu 4,1-9,8, obliczono iloczyn 4-10. Biad bezwzgl¢dny tego
szacowania jest rOwny:
A) 0,08, B) 0,02, ) 0,20, D) 0,18.

31. Wista ma dlugo$é rowng okoto 1047 km (pomiar z dok}adnoscia do 1 km). Prawdziwa
dhlugoscia Wisty nie moze by¢ dlugos¢ rowna:
A) 1046,7 km, B) 1048,1 km, C) 1047,2 km, D) 1046,1 km.

32. Przyblizenie liczby 468 962 376 z doktadnoscia do 10° to:
A) 469 min, B) 468,96 min, C) 468,962 min, D) 468,9624 min.

33. Szybkos¢ réwna 38,31 Ll podana w kilometrach na sekundg z dok}tadnoscia do 0,0001 to:
s
A) 0,0383, B) 0,00038, C) 0,000383, D) 0,0003831.

34. Jezeli x=log ; 64, to:
A) x=4, B) x=38, O x=10, D) x=12.

35. Rownosé (~/§ )8 =81 zapisana z uzyciem logarytmu ma postac:
A) loggV3=81,  B) log ;81=8, C) log;v/3=81, D) log,8=+3.

36. Liczba log,10 nalezy do przedziatu:
A) (0;1), B) (1,2), O) (2;3), D) (3;4).

37. Warto$¢ wyrazenia 1082%' log 16 jest rOwna:
A) 4, B) -8, C) -32, D) 0.
38. Jezeli a=log5* +log2*, to:

A) a=4, B) a=6, C)a=1, D) a=—;~.

39. Jezeli log2=0,30, to warto§¢ log32 jest rOwna:
A) 16-0,30, B) 5-0,30, C) 8-0,30, D) 10-0,30.

40. Jezeli a=1log,40 i b=4, tosuma a+b nalezy do przedziatu:
A) 3;4), B) (4,5), C) (5:6), D) (6;7).
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41. Jezeli log,a=4 1 log,b=2, to warto$¢ wyrazenia vab jest rGwna:

A) 4, B) 8, ) 16, D) 32.
42. Jezeli log2=a i log3=>, to log6 jest rowny:
A) ab, B) a+b, C) a—b, D) %.

43. Jezeli log9=0,95, to warto$¢ log900 jest rowna:

A) 95, B) 2-095, C) 2+0,95, D) 0,95.
44. Jezeli P= —g) 1 R= g , to migdzy punktami P i R na osi liczbowej lezy punkt M:
A)Mzi, B)Mzé, C)M=—3—, D)M=—6—.
14 28 4 5

45. Przedziat (—1;3) jest wynikiem dzialania:
A) (-43)u(;5), B) (-L+w=)N(35+e), C) (-1,0)u(0;3), D) (-1;1)U(-3;3).

46. Przedzial (—12;12) jest zbiorem liczb spetniajacych nieréwnosé:

A) |x>12, B) |x|>12, C) |x<12, D) |x/<12.

47. Jezeli A=(-3;3) i B=(0;5),tosuma 4UB jest rowna:
A) (0;3), B) (3;5), C) (-3;5), D) (-3;0).

48. Suma przedzialow (—oo; —4)U(4;+o0) jest zbiorem rozwiazan nierownosci:
A) |x|>4, B) |x|=24, C) |x|<4, D) |x|<4.

49. Jezeli A=(—o0;2) i B=(-3;+0),toiloczyn ANB jest réwny:
A) (=o0; +00), B) (-3;2), C) (—;-3), D) (2;+e).

50. Jezeli A= —-};3) i B=N ,toiloczyn ANB jest rowny:
A) {o0,1,2}, B) (0;3), O {1,2,3}, D) {0,1,2,3}.
S1. Jezeli A=(—o;-3)U(3;+), B=(-5;5), C=(-2;2), tozbior (AUB)NC jest

rowny zbiorowi;
A) 4, B) B, O G D) ANnC.

52. Jezeli A=R i B=(-3;3), toroznica 4\B jest rowna:

A) (—o0;-3), B) (3;+), C) (-3;3), D) (—o0;=3)U(3;+e0).
53. Wynik dziatania (—eo;3)\{3; 5} jest rowny:

A) (—=;3), B) (—=;3)U(3;5), ©) (—==;3), D) (== 5).
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54. Zbior wyrdzniony kolorem na osi liczbowe;j

(rysunek obok) to zbior liczb spetniajacych x>

s, ool 'R R
warunek:

A) x<-2ix23, B)x<—2lbx23,C) x<-2ix>3, D)x<-2Ilubx>3.

55. Jezeli |x|<3, to:
A) xe(-3;3), B) xe (-3;3),
C) xe (=0, =3)U(3;+), D) xe (—o0; =3)U(3; +0).

56. Jezeli |x|>«/§ , to:
A) xe (-+3;+3), B) xe (-+/3;4/3),
C) xe (*oo;—@)u(\@&oo), D) xe(—w;—ﬁ>u<£;+w).

57. Warto$¢ wyrazenia \/ (l -3 )2 + \/ (1 +3 )2 jest rowna:
A) 2, B) 2V3, C) -2V3, D) -2.

58. Jezeli xe (—2;0), to warto$¢ wyrazenia |x—3|—|x+2|—2|x| jest rOwna:
it R i C) 1.5, D) 2.

59. Zbiorem liczb spelniajacych nierownos¢ [x—2|<5 jest przedziat liczbowy:
A) (-5;5), B {=-37), O 3;5), D) (2;5).

60. Zbior liczb rzeczywistych x przedstawiony na

osi liczbowej (rysunek obok) jest zbiorem roz- 5 0 B -
wigzan nieroOwnosci:
A) |x<2, B) |x|>2, C) |x=2, D) |x|<2.

61. Zbior liczb, ktorych odleglos¢ na osi liczbowej od liczby —3 jest rowna 5, mozna opisac
rOGwnaniem:
A) |x=3, B) |x|=5, C) |x+3|=5, D) |x—5|=-3.

62. Zbior liczb, ktorych odleglo$¢ na osi liczbowej od liczby 2 jest niewigksza niz 3,
mozna opisa¢ nieroOwnoscia:
A) |x-2|<3, B) |x-2|<3, O) |x-2[>3, D) [x-2[=3.

63. Zbior liczb rownoodleglych na osi liczbowej od liczb —3 i 4 mozna opisa¢ rownaniem:
A) |x+3|=|x-4|, B)|x-3=|x+4, O©)x+3=]x+4, D) |x-3=|x-4.
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Odpowiedzi i wskazowki

1.1. a)18, b)i8, ¢)7. 1.2. 20 chlopcow. !l'«kuzowia. Liczba dziewczat: 44-26=18, w tym
majacych prawo jazdy 13 (bo 18-35).
1.3. 95 piteczek. !l .huzonlo Liczby naturalne nalezace do przedziatu (65;105), ktére przy dzieleniu
przez 10 daja resztg 5, to liczby: 75, 85, 95. Sposrod tych liczb nalezy wybraé te, ktéra przy dzieleniu przez
7 daje reszte 4. 1.4. 31. siuzowhe 125:5 - liczba biegow pierwszej rundy, 25:5 — liczba
biegdw drugiej rundy, 5:5 — wylonienie zwyciezcy.
1.5. a) 6+105=111, b) 84+42=126. 1.6.45. Il iw.onio. NWD(a,b)-NWW (a,b)=a-b.
4501 , 4502 b 311 , 312 .

803-10  803-10 10000-10 ° 10000-10

25 2)
100° 100 J°

1.7. Liczbyc, ¢, f. 1.8. Na przyklad: a)

1.9. !\ .iu-ino Liczby m, k, I naleza np. do przedzialu (

11 1 37 1
1.10. a) 1,2(4)=1—, b) 0,(03)=—, ©) 0,J(12)=—. Izl b), €) 0,(01)=—.
)()45)()33)()330 j ) 0,001)=0

-8V6+2/3+2042 -5
13

, ¢©) 3V2-4. 1.13. a) Tak, b) nie.

1.11. a)%, b) 4(2v3-3), ¢) V5(3v2+4), d)

4327
5

, € 6(v5++3).

1.12. a) 2++/3, b)
1.14.2) x=7, y=-5, b) x=-4, y=11. 1.15. a) Tak, b) tak.

i 8) 1 V3i-2v2 =J3—245 b) 1 =42+J§
Y Braa Braz Bz h-28 DB Ja=3

¢) V9+2V14 =v2+2.414+7 =(V2V +2.v2 T+ (VT ) =2 +7} ,

116, il i

) V13-2430 =v10-2v30+3 =/(v10) =2-v10-v3+(3) = (V10 -3} .

1.17. a)%eW, b) 4e W, ¢} 9eW , d) V3e R\IW, € Oc W, 0%—15% ScR\W , g)50eW,

h) 3—5—5-eW, i) —432e R\W . 1.18. -3, -2, —1, L

12 8’ 27

2 E] 7 1

1.19. a) 2%, b) 3°. 1.20. a) 23, b) 35, ¢) 36, d) 2 2.
1.21.a) x<y, b) x>y, ¢ x>y. !l viionia a) x=% 2=322f= 102244.2 ,
y:2f=27ﬁ=4729-3 , b) x=32000 _glo0 53000 _ glooo 0 x=(—3)_2+6, y=2+3-

8 24 24 9
1.22, {1 kazoviha Suma cyfr liczby 10" +2 jest podzielna przez 3.
1.23. i1+ towi Ostatnig cyfra liczby 117 jest 1.
1.24. I oka 2-9' 0% 9% —9%(3.92_g_1),
1.29. Hviazonka 2010=2-3-5.67 , wigc 2010710 =302010. 72010 1.30. 3.5%.7-17.
131.a) n=6, b) n=8, ¢) n=-6, d) n==5. !inio a) 4,2:10" =4 200000, wiec

42.10" =4,2-10° zatem n=6. 1.32. 1,.873125-10°.
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R (@ +2ab+8*)"  (a-b)* _ (2a-b)
e (a+b)’ (4a2—4ab+b2)3 (a+b)

1.34. a) 1,26, b) 0,82, ¢)0,7, d)-0,1. ‘t.... . ‘. a) 2log3+log2, b) log2+logl0—log3,

¢) loglo—log2, d) —é—log2. 1.35. 24. 1.36. a) a+b, b) 2a+b, ¢) a+2b, d) a-b.

1.37. a) log,6, b) log,4, ¢) loga% , d) log,15, e) logb\/r;, ) logb%.

y
1.38. a)2, b)2, ¢) % d) -2, 2, f-21. 1.39. a) SR wzroénie o 2 jednostki, b) amplitu-
da A wzrosta tysiackrotnie. ' . .- . a) logl004A=2+logA, b) 3+logA4d=10gl0004.

1.40. i< ... a) x=0, b) x=1, ¢) x=5, d) x=1, e) x=3, f) x=3.

1 1
1.41. a) x=8, b) x=—, ¢) x=—.
) x ) 2 ) 3
1

1.42. 335%. i+ ¢ Niech: a — liczba ludnosci mieszkajaca poza stolica,

%a — liczba ludno$ci mieszkajaca w stolicy, %a — liczba ludnosci w kraju.

2a - 100%
2

Korzystamy z proporcji | .
Ea - x%

2
1.43. a) 73,20 zt, b) okoto 14%. 1.44. 7" N 0,1-[1-—(%+%)].

1.45.48 0sdb. :i+ i i 100%—(65%+47% —24%) to procent grupy osob,
ktora nie zna obu jgzykow (rysunek obok).

1.46. a) 1%, b)30. ... .. a)0,6:2x=03-(x+5), b) 0,8-%=0,4-(x—15).
1.47. 0,92-42500-0,95-29000=11550.

1.48. 1200zt /1 ooovic 03x +O,3x—60+l[x—-(0,3x+0,3x—60)]+ 270 = x , gdzie x — kwota na
—— e —— 2

1 tydzien 1 tydzien

wyzywienie. 1l tydzien

1.49. a) 200 kg (4% Pb) i 600 kg (4,5% Pb), b) 8 kg (4% Pb) i 27 kg (4,5% Pb).

x+y=800
0,045x-0,04y =19

rajaca 4% otowiu.

TR , gdzie x — masa stopu zawierajaca 4,5% ofowiu, y — masa stopu zawie-

1.50. 70000 zt kredytu oprocentowanego 3% i 30000 z} kredytu oprocentowanego 3,5%.
T oo ar g, {x+y=]00000

0,03x +0,035y =3150
procentowej 3,5%.

1.51. 340 os6b. i ... i (0,46+0,22)-500.

, gdzie x — kredyt o stopie procentowej 3%, y — kredyt o stopie

1.52. a) W 1970 roku o 20 punktéw procentowych, a w 2000 roku o 26 punktow procentowych,
9% — 100%

b) 0 122,(2)%. ... b) Korzystamy z proporcji .
) 2)% ) Korzystamy z proporcjt
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1.53. O 25 punktow bazowych, czyli :ll- czgs$¢ punktu procentowego.

1.54. Partia Wyniki W punktach procentowych W procentach
wrzesieit | listopad wzrost spadek wzrost spadek

K.. 40% 44% 4 10%

M... 26% 25% 1 3,85%

N... 6% 9% 3 50%

P.. 10% 14% 4 40%

R... 7% 7% 0 0 0% 0%
1.55.500 z8. . .o ol 0,8-0,8-x=320, gdzie x to pierwotna cena plaszcza.
1.56.40,8%. .. - /. (1-0,8-0,74)-100% .
1.57.a) 1120 z1, b) 1123,60, c) okoto 1125,51 zt, d) okolo 1126,82zt. !i.. . ' a) 1000~(1+1—16%),

2 4 12
b) 1000- 1+—12—:2 , ©) 1000- l+£:4 , d) 1000- 1+—l£:12 ;
100 100 100
8 12
1.58. Okolo 268242 zt. i - .« ..vi: 10000 { 1+—:4 | .
100
1.59. Okoto 12 597 sztuk. !! /.. 1. -+ Po trzech latach corocznego wzrostu sprzedazy, mamy
3
K, =10000- l+—8— :
100
4

1.60. 20%. "t - . 7320,50:5000-(1+1—1(’)’6;2) . Niech x=1+2—§0, wtedy 7320,50=5000x",

gdzie x>1, czyli x*=14641, skad x=4/1,4641=1,1.
1.61. Korzystniej jest lokowaé kapitat w banku A. i * . .1/ Wystarczy porowna¢ czynniki procentowe

2 :
q,4 1 gz obu bankow, gdzie qB=l+l—26l6=l,21, q.4 =(1+120—(()):4) =(1,05)* =1,21550625 .

2
1.62. 37zt e (lth(;)_O) x=2997, gdzie x — cena akcji firmy dwie sesje wczesnie).

1.63. Mtodszy z rodzenstwa 40 000 zi, a starszy 44 100 zt. /. . . .. Zlozona w banku lokatg o$miola-
tek w kwocie x ztotych odbierze po 13 latach, a dziesigciolatek w kwocie (84100 —x) zt po 11 latach.

13 11 13
. ) 5 5 . ) 5
Rozwigzujemy rOwnanie x| 1+ —— | =(84100- 1+ —— | . Dzielac rownanie przez liczbe | 1 + —
ey x( 100) ( x)( 100] * P Q( 100)

2
otrzymamy réwnanie postaci x(l + i—(f;—o] =84100—x, czyli (1,05)2x +x=84100.

1.64. Korzystniej zainwestowal Marek, bo zarobil 6000 zl, a Bartek 5192 zi.

1.65. a) 0,636 — przyblizenie z niedomiarem, A =—l—

2750’
b) 2,143 - przyblizenie z nadmiarem, A= %6 , ¢€) 3,462 — przyblizenie z nadmiarem, A= . 5300_ )
d) 0,111 — przyblizenie z niedomiarem, A=_1_. i v 8) A=l—§-6—, b) A=2’li3_'g'
9000 11 1000 1000 7
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1.66. Rzeczywista diugo$¢ trasy jest liczba z przedzialu (995-;—; 1005%]. HaAu-owha Szacujemy wyniki

wszystkich pomiaréw: 991<x <1001, 998 <x<1008, 992 <x<1002, 997 <x<1007, 994<x<1004,
1000 < x <1010, gdzie x to warto$¢ rzeczywista dlugosci trasy. Sumujemy nieréwnosci stronami i liczymy
§rednia arytmetyczna, dzielac otrzymane sumy przez 6.

1.67. 6=41—2—%. 1.68. 6=0,11%. it i viu 6=w-100%.

3 3083,3
1.69. 6=1,51%. ii i~ i 5=ﬁ2—-100%.

250+ 3,82

1.70. 6=092%. !t i i 5=—3—5%23—2~100%. 1.71. 6 =0,22%. !t \iuoha  Szacujac
obliczamy iloczyn 2,27-5=11,35, blad bezwzgledny A=0,025, & _Tol_(l)%zTSS 100% .
1.73. a) (-L;1), by @, ) (0;+e0), d) (—o=;0). 1.74. a) (3;4), b) (-1;0), ¢) (,2), d) (0;1).
1.75. a) R, b) (-=;3)U(5;+), ©) (=2;5), d) (-o=;3), € (-L1), ) (-o;-3)U(3;+=),
g) (-10;10). 1.76. ) AUB=R, AnNB=@, A\B=A, B\A=B, b) AUB=A4, ANB=B,

A\B=(%;4), B\A=@, ¢) AUB=B, AnB=A, A\B=@, B\A={-1,0)U(3;4), d) AUB=B,
ANB=A4, A\B=0, B\A=(-4;-2)u(2;4).

L77. a) (-L;+e0), b) (=o0;2), ©) (S;+00), d) (=2+). 1.78. A=(-5;2), B=(0;+°).
1.79. a) A=(—3-4), B=(0-+oo) b) 4=(-2;5), B=(—o0;—2).
|BE| _ |FH| _ |AD| 3 |BG| 5
1.80. . b S it PPN e
T 2 ) \cF| 3 V86" s Vg2
1.81. a)4, b) 2J7 -4, )4, d) V21, e) -5v2+4.
1.82.3) —2x+3, b) 3x—1, ¢) x=5, d) 4x+7. U huonia €) VX2 +10x+25 =|x+5|, vyax? =|2x].
1.83.2) [x|<3, b) [x|<6, ¢) |x>2, d) |x=1. 1'84'(::(110)’ =(%]_
1.85.2) x|=4, b) [x+1=5, ©) |x=3=v2, d) [x+V5|<7, € |x-8§>8, D |[x-v2-1<V2.
1.86. a) b) LAV EIEN ¢)
r Y + : > >~ X, -t —
20 4 x 3 2 -1 0 x 0 1V2 2 X
xe{—2;4} xe{-3;-1} xe{«/—f}
-2, +2
d) © .. ¥ Y v, D .
e s L A e oy bt
0 1432 X o 1 2 x
xe(-5;1) xe (—oo;ﬁ—Z)u(«/g+2;+oo) xe {2}
1.87. AnNB=A4, AUB=B. !l viuziwia Zbidr rozwigzan nierdwnosci [x—4|<2 jest przedzialem A4,

a zbior rozwiazan nierdwnosci |x-2|<4 jest przedziatlem B.
1.88.2) xe (ANB)NC={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, b) xe (AUB)"N={0,1,2,3,4,5,6},
¢) B\A=(-6;—14).

Wikaowha  a) Przedzial 4=(—4;6), przedstawiony na rysunku obok, po
przesunigciu o dwie jednostki w kierunku ujemnym, to przedzial B=(-6;4).
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1.89.2) A=(-1;5), b) B=(0;6), ¢) AUB=(-1;6), d) ANB=(0;5), €) A\B=(-1;0).
Woic i ) AUB=(=1;5)U(0;6)=(~1;6).

1.90.2) x, =1, x,=2, b) x,=-5, x,=1, ¢) x,=-3, x, =11, d)nie ma rozwiazania, e) xe(();%),
f) xeR.

Odpowiedzi do zadai zamKknigtych

-]
o

Nrzad.| 1.[2./3.(4.|5.|16.|7.|8. 10. | 11, [12.]13. | 14. {15. | 16. [ 17.| 18.| 19.
Op. | A|[C[B|D|C|C|B|C|A|lA|D|C|D|C|D|]A|BiC]|C

Nrzad.| 20.|21.]22.|23.|24.|25.] 26.(27.28.] 29. | 30. | 31. | 32. [ 33. |34. | 35. [ 36. | 37.] 38.
Op. DIC|C|A|D|C|D|C|A|C|D|DIA|A|D|{B|C|C| A

Nrzad.| 39.140.|41.|42.|43.| 44./ 45.|46.47.| 48. | 49. | 50. | 51. | 52. | 53. | 54. | 55.| 56.| 57.
Op. | B|C|C|BIC|B|C|D|C|A|B|A|C|D|A|B|A|C|B

Nrzad.| 58.(59.|60.|61.|62.|63.
Op. | A|B|C|C|[B| A

Wskazowki do zadan zamknigtych

1. Liczba 47. 2.342=24+%, czyli 97=24-4+1. 4. 576=2°.3%, 480=2°.3.5.

5.NWW(252,147)=2%-3%.7% | bo 252=22.32.7 i 147=3.72, 6.Gdy n=3,t0 a=3-3-1=8.
14 2 1 2 31 28 31 32

. —=2=04. .a=c=— —b==_= < —<—

35750 .a=c=3, ate-b=3-05 12. 3636 “36

13. 1 km = 100 dm, wiec 1 dm =102km. 14. 9° =(32) =(3°).

10°+10° _ 10°(1+10)
T 11000-10°  11-10°-10° -

17. 3«/343-49-\/;«/%%/7_3-72-1:73.

11
11 115 1

P h 4 -
18. 2" >10°, wiec (2'°F > (10°). 20. 2 * =[(24)4] =16 16,
100% - x
21, V81-+/289 =/81-17 =64 . 23. ) . 24, ang,to p=190,
150% - 90 100 25
25. 0,352 =140, to azal%. 26. 1,15x= 6900, to x =200

100% — 20%
’ ’ 34. log ; 64=log ;5 2° =log ;s (v2 )" =12l0g - 2 .

% - 5%
36. Poniewaz 3’ <10<3*, wiec log,10€ (2;3). 40. Poniewaz 7' <40<7%, wiec
1<log,40<2, zatem 1+4<log,40+4<2+4. 41. a=2% i b=47, wiec ab=16".
42. log6=1log2+log3. 43. log900=1og9+1logl00 . 44. P=(g%), R=(—g—2).

57. V{-V3F +V(1+V3Y =[l=v3|+[1+3|=v3-1+1+¥3 =273

58. Gdy x€(-2;0),to [x—3|—|x+2|-2d=-(x—3)—(x+2)+2x .

61. [x—(-3)=5. -5 +5 63. [x—(-3)}=|x-4.
{_\‘/\V» i I

TS
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2. Wyrazenia algebraiczne

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy mature:

a) postuguje si¢ wzorami skréconego mnozenia (a +b), (atb), a*-b*, &> £b°,

b) rozktada wielomian na czynniki stosujac wzory skréconego mnozZenia, grupowanie
wyrazow, wylaczanie wspolnego czynnika poza nawias,

c) dodaje, odejmuje i mnozy wiclomiany, ,

d) wyznacza dziedzing prostego wyrazenia wymiernego z jedna zmienna, w ktorego mia-
nowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace si¢ sprowadzi¢ do iloczynu wielomianow
liniowych i kwadratowych za pomoca przeksztalcen opisanych w punkcie b),

¢) oblicza warto§¢ liczbowa wyraZenia wymiernego dla danej warto$ci zmiennej,

f) dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne; skraca i rozszerza wyrazenia
wymierne.

Wzory skréconego mnozenia i dziatania na wielomianach

2.1. Uzupelnij wyrazenie do pelnego kwadratu sumy lub roznicy dwoch wyrazen.

a) x2—2ax+..., hil1-2a+..., ¢) da> +12ab+..., i 1+..+36x%,
1
o) =10x+25x%, 11 9x*=30x+.., u) 25x°+..+49, b Zx2+...+—;—.

2.2. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
4) 20x—y X+ p)=3(x+2y) +(x—y), gdy x=v2 i y=—?,
by (V2x=1)\V2x+1)-(VZx -1} +(x—v2) , gdy x=—3 .
2.3. Wykonaj dziatania:
a) (vV5-v3) -(v5++3), b) (V3-2) -(¥3+2),
) 2x—1F —(x-2), d) (x+2) =3(x+1)Xx-7).

2.4. Wiedzac ze x=+/3+1 i y=+/3, oblicz (najprostszym sposobem) warto$¢ wyrazenia:
-y b (x+ Y o G-y=1F, Py

2.5. Wykaz, ze (x+y) —(-x—y)' =0.

2.6. Wykaz, Ze jezeli ac R i be R, 10 a’ +b° 22ab.
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1.7. Wykaz, ze r6znica kwadratéw dwoch kolejnych nieparzystych liczb naturalnych jest
podzielna przez 8.

2.5 Wykaz, ze roznica kwadratéw dwoch kolejnych liczb catkowitych, niepodzielnych
przez 3, jest podzielna przez 3.

2.9, Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych przy dzieleniu przez 3
daje reszte 2.

1.i0. Wykaz, ze gdy ne N7, to kwadrat liczby postaci 27 +1 zmniejszony o 1, jest liczba
podzielna przez 8.

2.11. Wykaz, ze kazda liczba postaci n’ —n, gdzie ne N, jest podzielna przez 3.
p p p

2.12. Wykaz, ze jezeli w liczbie trzycyfrowej naturalnej cyfra jednosci jest rézna od zera,
to réznica tej liczby i liczby zapisanej tymi samymi cyframi w odwrotnej kolejnosci jest
podzielna przez 11 i przez 9.

2. 13. Wykaz, ze jezeli w czterocyfrowej liczbie suma cyfry tysigcy i cyfry dziesiatek jest row-
na sumie cyfr setek i jednoéci, to liczba ta jest podzielna przez 11.
1) Wykorzystujac podang cechg podzielnosci sprawdz, czy liczba 9735 jest podzielna

przez 11.
Iy, Podaj, jaka cyfre nalezy wpisa¢ w miejsce oznaczone D, aby liczby:
4[]7s, [] 689, 1391, 68[]7
byly podzielne przez 11.

2.i4. Jaki wielomian W nalezy doda¢ do wielomianu P(x)=7x*-5x* -8, aby otrzymaé
dwumian x+17?

[ 3¥]

.15, Od jakiego wielomianu W trzeba odja¢ wielomian P(x)=4x’ —x*+7x, aby otrzy-
ma¢é wielomian R(x)=2x>—-x+59

2.16. Wielomian W okreslony jest wzorem W (x)=ax’ +7x+1.Oblicza, gdy W (-2)=-21.

-

2.i7. Wielomian W okreslony jest wzorem W (x)=x*—3x> -3x*+7x+6.
) Oblicz W(¥2).
by Sprawdz dla ktorej z liczb 1, 2, 3 warto$¢ wielomianu W jest rowna 0.

2.18. Wiedzac ze W(x)=x"-2x" +x+1:
a) oblicz W(«/f —1), b) napisz wzoér wielomianu G, takiego ze G(x)=W(x—1).
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2.19. Wielomian W (x)=m(x—1)(x—2)(x—3) jest wiclomianem stopnia trzeciego. Oblicz
wartos¢ m, gdy:
ay Wéd)=2, by W(-1)=3, ¢) W(5)=36.

2.20. Okresl, dla jakich warto$ci m i k wielomiany W i P s rOwne, gdy:
a) W(x)=x+mx*—(k+)x+2, P(x)=(x-1)+3,
b) W(x)=2x>-9x* +13x -6, P(x)=(x-2)(mx?+kx+3).
¢) W(x)=(2x—-1Y -3x(x-1), P(x)=kx*—x+m.

2.21. Wielomiany Q i P okreslone sa wzorami Q(x)=x* —8x®+22x? —24x+9,
P(x)=2x*-9x* +7x+6. Dla jakich wartosci m i n wielomian
W(x)=x*+(m-4)x’ —(2n+6)x* —38x -3 jest rowny wielomianowi Q(x)-2-P(x)?
Dl

. : : i — C
2.22. Oblicz, o ile zwigkszy sie pole kwadratu o boku a, gdy A '
D
jego bok zwigkszymy o 4. Napisz odpowiedZz w postaci %' ¢
wyrazenia, doprowadz je do najprostszej postaci i oblicz jego 1’
Y. B__iB,

warto$é, gdy a=+2.

2.23. Promien podstawy walca jest rowny 2a -3, a jego wyso-
kos¢ ma dtugos$¢ 2a+4, gdy a >% . Wyraz w zaleznosci od a:

) objgtos¢ V walca, b) pole P. powierzchni walca.

Rozktadanie wielomianéw na czynniki

2.24. Korzystajac z wzorow skroconego mnozenia, rozt6z wielomian W na czynniki, gdy:
a) W(x)= x?-49, b W(x)=2x*-1, ¢) W(x)=x*-3,
d) W(x)= x*-2x+1, ¢) W(x)=2x=2V2x+1, 1) W(x)=4x*+4V3x+3.

2.25. Korzystajac z wzordw skroconego mnozenia, roztdéz wielomian W na czynniki:
a) W(x)= x> +6x*+12x+8, h) W(x)=8x>-12x*+6x—1,
¢) W(x)=27-27x+9x> - x>, d) W(x)=8x> +36x*+54x+27.

2.26. Wylacz wspolny czynnik poza nawias.
) 4(a—bXa+b)+(a-b), b) 3(x+2) +(x+2)2x—1)—(x+2),
¢) (a+b) —a(a+b), d) x+y—(x+y).
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2.27. Grupujac odpowiednie wyrazy, rozl0z na czynniki wyrazenie:

a) X’ +3x°+x+3, b) 12x* +4x* +9x+3, ¢) m*+mn—-5m->5n,
d) 6by —15bx—4ay+10ax, e) xP=7x? =3x+21, X +x*+4x+4,
g) ¥’ —x*—x+1, h) x*(2x—-7)-2x*+7x-6(2x-7).

2.28. Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktérych pierwsza jest liczba
parzystg, jest liczba podzielna przez 4.

Wyrazenia wymierne

2.29. Podaj zbior liczb, dla ktérych wyrazenia ma sens liczbowy i zapisz to wyrazenie
W najprostszej postaci.

} 16x? b) 4x° 6x—6 . x?-3x
: ) ——— - (
Vo 8x*-16x" © 7 7% x2-9 "’
x*+4x+4 (x+3X4-x) 3x+1
) ————, f) ’ £2) 2 :
xt—4 (x+2)x—4) (3x+1)(x —49)

2.30. Ustal, przez jakie wyrazenie nalezy pomnozy¢ licznik i mianownik wyraZzenia wyste-
pujacego po lewej stronie réwnosci, aby otrzymaé wyrazenie wystepujace po prawej
stronie rownosci o wskazanym mianowniku (liczniku).

. 3 b) x+1 \ 1-4x
¢ = ) = N —
)x_z -4’ x+3 x*46x+9° ¢ I-x x-1’
2 .
dy2=—— ¢) X+ == 2 , fy x+1=——o0.
x+3 x=3 x—-1

2.31. Podaj zbidr liczb, dla ktérych wyrazenie ma sens liczbowy. Wykonaj dzialania i za-
pisz wyrazenie w najprostszej postaci.

x+1 1-x 2 4, x+2 2 x*-16 x*-36
a) —— —, b Ax“ =25}, ¢ (x+4), d . ,
) x=1 x+1 ) S+x (x ) ) x+4 ( ) ) x?—6x x*+4x
0 x+4 x+4 H 3x+2 9x*+12x+4 ) x’-8  x*+2x+4

x=3 x+3° -16"  x+4 ¥ 7 36 1122436

2.32. Podaj zbidr liczb, dla ktorych wyrazenie ma sens liczbowy i wykonaj dziatania:

1 1 x+2
+2 b) —-— +3
a) x-3 ) x+1 s ©) x—3 ’
X 1 5 x+3 3 2
d —-—tx - +1 + ,
) x+3 x-1 ’ ¢) x2=25 5-x D 2 —5x+6 x?—4
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Zadania zamknigte
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidiowq)

1. Jezeli m>0, to wyrazenie (vm —+/ 9m)2 jest rowne:

A) 2m, B) m, C)2m, D) 4m.
2 2
2. Jezeli a=1 1 b=-20, to warto$¢ wyrazenia Ja ng+b jest rowna:
a
1 21 21
A -, B) = o-2. D) 2.
20 20 20 20

3. Jezeli x—y=-5 i x+y=11, to warto§¢ wyrazenia x’ -y’ jest rowna:
A) 96, B) —55, C) -16, D) —16.

4. Jezeli 2x—-3y=2 i 2x+3y=7, to wartoé¢ wyrazenia 4x> -9y’ jest rowna:
A) 14, B) 9, C) -1, D) 7.

T 1 s S : .
5. Jezeli x-———E , to wartos¢ wyrazenia Zx —x+1 jest rowna:

25 23 5 1
A T, B T s C o D 1'—‘.
) 16 ) 16 ) 8 ) 2
2 _gp?
6. Jezeli 4a” —9 =9, to
a+3b
A) 2a-3b=9, B) 2a-3b=4, C) 2a-3b=3, D) 2a-3b=1.

7. Jezeli x*+y*> =65 i xy =28, to wartosé wyrazenia (x+ y) jest rowna:
A) 158, B) 121, C) 93, D) 37.

8. Jezeli 2a=-1, to warto§¢ wyrazenia (4—4a)’ jest rowna:
A) 2, B) 4, C) 6, D) 36.

9. Réznica kwadratow liczb V2 +1 i 2—+/2 jest réwna:
A) -3, B) 3(2v2-1), C) 3, D) V2.

10. Kwadrat roznicy liczb V3 ++2 i V3-+v2 jest rowny:
A) 12, B) 4V6, C) 8, D) 22.

11. Jezeli x*—y?=14a> oraz x+y=2la, gdy a=0, to warto§¢ wyraZenia x—y jest
roOwna:

2
2 sl -
A) 7a°, B) , C) e D) 3
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12. Szescian sumy liczb v/5 i 1 jest rowny:
A) 5J5+16, B) 8V5+1, C) 75 +1, D) 8V/5+16.

13. Jezeli x—y=—4 i x+y=238, to warto$é wyrazenia y>—x’ jest réwna:
A) 34, B) -42, C) -152, D) 152.

14. Wyrazenie (—x3’)2-x4 jest rowne:
A) —x'?, B) x**, C) —x°, D) x'°.

15. Suma kwadratow wyrazen x+6 i x~6 jest rowna wyrazeniu:

A) 2(x* +12x+36), B) 2(x*-12x+36), C) 2(x*+36), D) 2(x*-36).

16. Warto$¢ wyrazenia x° —y°, gdy x=-3 i y=3, jest rowna:
A) 54, B) -27, C) 0, D) 54.
17. Wyrazenie x(x—2y)+ 3(xy—y2) jest rowne:
A) x* +xy—y2 . B) x? +xy—3y2 , C) x? —?_y+3xy—y2 , D) x? —5xy—3y2.

18. Stopieni iloczynu wielomianéw Wi G, gdy W (x)=3x? —2x i G(x)=2x*+3x, jest rowny:
A) 6, B) 5, C) 4, D) 3.

19. Jezeli od sumy wyrazen 3—2x 1 x+3 odejmiemy dwumian 5—x , to otrzymamy:
A) x+1, B) x-1, O -1, D) 1.

20. Jezeli x* -3x=2, to warto$¢ wyrazenia 2x’ —6x jest réwna:
A) -9, B) 4, C) 7, D) 9.

21. Jezeli x*+7x+15=(x+5)Xx+2)+a, to liczba a jest rowna:
A) -10, B) -5, C) s, D) 10.

22. Jezeli 3(2x+4y)=a, to warto$¢ wyrazenia 3(4x+8y) jest rOwna:
A) aq, B) 2a, C) 3a, D) 4a.

23. Jezeli x* —5x+7=0, to warto§¢ wyrazenia 2x* —10x+20 jest réwna:
A) 4, B) 5, C) 6, D) 7.

24. Jezeh xt+yt=t 1 t#0,tosuma x+ y jest rOwna:
A) 0, B) 1, C) 2, D) 3.
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25. Wryrazenie 3(x—2)—4x(2—x) mozna zapisa¢ w postaci

A) 12x(x-2), B) 3+4x)2-x), ©) 3+4x)x-2), D) (4x-3)x-2).
26. Wielomian W (x)=4x*+4x+1 mozna przedstawi¢ w postaci:

A) W(x)= 4x(x+1)+4, B) W(x)= 4(x> +x+1),

C) W(x)= 2x+1), D) W(x)= (2x-1).

27. Wyrazenie 2x°y—50xy mozna zapisa¢ w postaci:
A) 2y(x*-25x),  B) 2xy(x—5Y, O) 2xp(x+5), D) 2xy(x+5Xx—5).
28. Jednomian —105x°y® mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu jednomianu 7xy* oraz
jednomianu:
A) —112x°y°, B) -15x°y°, C) -15x"y*, D) —25x%y*.

29, Jezeli a, b, ¢ sa dodatnimi liczbami catkowitymi, takimi ze @ =—, to iloczyn b-c jest
rowny:

A) ac, B) ab, C) ac’, D) ab’.
30. Jezeli a* =2, gdzie c#0,to c? jest rowne:
c
A b B i C fi D ﬁ
) a » ) a2 ’ ) b2 ’ ) a4
31. Jezeli %=%=2, to wartos¢ wyrazenia % jest rowna:
A 3 B 2 C 3 D 3
)3 ) 3 ) 3 ) 5

32. Jezeli do nakarmienia & koni potrzeba m workow owsa, to do nakarmienia » koni
potrzeba workow:

A) — B) — o D) in
) —, ) ) s ) knm.
33. Jezeli Jacek zarabia x zlotych w ciggu y godzin, to w ciagu y+10 godzin zarobi:
A) 4 B) m_x O) x_(y_-iLO) D) +10
x+10° y ? y > Xy .
34. Jezeli l+x=1, gdzie m#0, to x jest rOwne:
m
Rpt B) —— C D) ——
) m ’ ) m_1> )m_19 ) m_l-
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35. Jezeli ——
25

A) n*,

36. Jezeli x=

A) x+2y,

37. Jezeli =
. ¥
A) —,
) 2%

38. Jezeli x=7-4v3 i y=

A) 2x=y,

A) —[2-,

1
2

25 . : : : .
—, gdzie n#0, to liczba 50 jest wartoscia wyrazenia:
n

B) 50n, C) 3n-25, D) n*-2.
1y= g to liczba catkowita jest wartoscia wyrazenia:
3x
B) <, O xy, D) =
x y
—, to warto$¢ wyrazenia Y45 jest rowna:
X
B s C 26 D) 10
) 3 ) T ) 10.
2 to:
7+44/3°
B) x=y, C) x+y=0, D) x<01 y<0,
39. Jezeli x=+2-1 i y=1++v2,to wyrazenie x:y jest rowne:
X
V2
B) —-. C) -2, D) 1.

2

40. Nie obliczy si¢ wartosci wyrazenia x2_24 , gdy za x podstawi sig liczbg:

A) 1,

41. Wyrazenie

A) D=R,

B) 2, C) 3, D) 4.

x=2

X

ma sens liczbowy dla zbioru liczb D, takiego ze:

B) D=R\{2}, ©) D=R\{-3,2,3}, D) D=R\{~3,3}.

42. Jezeli x =3, to nie mozna obliczy¢ warto$ci wyrazenia:

(x—3)
x+3

A)

43. Jezeli x=3—-+/2,to warto$¢ wyrazenia

A) 3-2,

bl

x+3 o x—3 D) x* -9
x*—6x+9’ x> +9’ x> +6x+9°

B)

3—x

B) V2-3, O 1, D) 1.

jest rowna:
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44. Nie mozna skroci¢ wyrazenia:

x(x—2) x*—x x+4 x+4
2 B H C ] D .
x(x+2) ) x—1 ) x> +16 ) x?-16
. x*—4 :
45. Jezeli 2 =3, to warto$¢ wyrazenia x—2 jest rowna:
x
A) 1, B) 2, O 3, D) 4.
x* -1
46. Jezeli 1 =3 ++/5, to warto$é wyrazenia x+1 jest rowna:
x_
A) V3+45, B) 3, C) V5, D) V3-+5.
L. x0 =27 ‘s . . .
47. Jezeli ————=35, to warto$¢ wyrazenia x -3 jest rowna:
x +3x+9
A) 3, B) 5, C) 7, D) 9.
2
: : -4
48. Po skréceniu wyrazenia ((x 2)12 otrzymamy:
x—-
A) (x=2Xx+2), B) (x+2), O (x-27, D)

x—=2

2

49. Wyrazenie l: i
X x

A) R\{-3,0,3}, B) R\{-3,3}, C) R\{0}, D) R.

ma sens liczbowy dla x nalezacych dla zbioru:

x-—1

50. Jezeli x# -2, to wyrazenie . (x+2) jest rOwne:

1 1 x—1
A) x-1, B) -2"(16—1), O Z(x_l)’ b) -
51. Jezeli x # -2, to wyrazenie ! -(x2 —4) jest réwne:
' ’ XX +4x+4 '
x-2 x+2 1
B 1 D :
A) x+2’ ) x=2’ o1 ) x+2
- . . 48x . .
52. Jezeli x #0, to wyrazenie :(60x) jest rOwne:
2880x” 4x 4 1
A) x+7 B) x+7° © 5(x+7)° D) 5x+35°
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x+1 Wi(x)

. Jezeli R\{-2,1 = , to:
53. Jezeli xe R\{ } oraz 12 et 2)a-1) 0

A) W(x)=x-1, B) W(x)=x+2, C) W(x)=x*-1, D) W(x)=x*+x-2.

+4 +4 X6+
54, Jegeli 273 - 4X6+x)

,gdzie x#—6 1 x#6, to:

6—x W(x)
A) W(x)=6+x, B) W(x)=x+4,
C) W(x)=x>+10x+24, D) W(x)=36-x".
55. Jezeli x#0, to suma wyrazen l, i, L, L jest rowna:
x 2x 3x 4x
A) 1 B) i 0) 2 D) -2—5—.
10x’ 10x”’ 12x° 12x

56. Jezeli x#—1, to réznica ———1 jest rowna:

x+1
1 -1 2x+1 X
A B O D) 1
57. Suma liczby x r6znej od zera 1 jej odwrotnosci jest rowna:
x*+1 x+1 1 x
o B) > O) e D) TR

58. Roznica odwrotnosci dodatniej liczby naturalnej n i odwrotnosci liczby o 2 od niej
wigkszej jest rOwna:

2(n+1) n n+1

A)

D .
n(n+2)’ n+2’ ) n+2

n(n+2)’ B)
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Odpowiedzi i wskazéwki

2.1 { ko ko a) X2 =2ax+a’ =(x—a), b) 1-2a+a’=(1-a)’, c) 4a’+12ab+9b* =(2a+3b)’,
d) 1+12x+36x* =(1+6x), €) 1-10x+25x> =(1-5x)*, f) 9x*-30x+25=(3x-5),

2
g) 25x* +70x+49=(5x+7), h) %x2+lx+é=(lx+-l—) .

3 2 3
2.2. a) —20%, b) 3. 2.3. a) —4V15, b) -52, ¢) 3(x—1)x+1), d) —2x>+22x+25.
24. a) 2v3+1, b) 13+4V3, ¢©) 0, d) 10+9V3.
2.6. ! \Luzo 4 Nierdwno$é a’ +b*> >2ab jest rownowazna nieréwnosci a’ —2ab+b%20.
270 oo 2n+3Y —@n+1Y =(2n+3-2n-1)2n+3+2n+1)=2(4n+4)=8(n+1) c.n.u.
28. itviconke (Bn+1)Y —=(Bn+2Y =-33n+1) cnu
29. 0 foiin nP+(n+1)Y +(n+2) =30 +6n+3+2=3(n2 +2n+l)+2 c.n.u.
2.10. f ki (2n+1)P —1=4n(n+1). Sposrod kolejnych liczb naturalnych n i n+1 jedna jest parzysta
(co druga liczba naturalna jest parzysta), wigc iloczyn 4n(n+1) jest podzielny przez 8.
211, iAo —n=(n—1)n(n+1). Sposréd trzech kolejnych liczb naturalnych n—1, n, n+1 jedna
jest podzielna przez 3.
2.12. i ~iezonidla Trzycyfrowa liczba naturalna ma postaé a-100+5-10+c¢-1, gdzie ¢#0, a liczba o prze-

stawionych cyfrach to ¢-100+5-10+a-1. Zatem a-100+b-10+¢c-1-¢c-100-5-10—-qg-1=
=(a-¢c)100+(b-b)10+(c—a)l=(a-c)100-(a—c)=(a—-c)-99=9-11(a-c) c.nu.

2.13. a) Tak. b)4576, 7689, 1397, 6897. I ..o ... Czterocyfrowa liczba naturalna & ma postaé
1000a +100b +10c +d , gdzie liczby a, b, ¢ i d sa liczbami naturalnymi i a # 0. Z zalozenia a+c=b+d ,
skad d =a+c-b,wiec k=1001a+99+11c=1191a+9b+c¢) c.n.u.

2.14. —7x*+5x+x+9. 'L+ Skorzystaj z wlasnoéei: jezeli a+b=c,to b=c—a.
2.15. 6x° —x?+6x+5. Il viuzowha Skorzystaj z whasnosci: jezeli a—b=c,to a=b+c.
216, a=-2. il vhiz e a-(=2f+7-(=2)+1=-21. 2.17. a) W(v2)=4++2, b) dlaliczb2i 3.

2.18. a) W(v2-1)=10v2-13, b) G(x)=x"-5x>+8x-3.

1 1 3
2.19. =—, bym=—, ¢) m==.
a) m 3 ) m 2 ) m

2.20.8) m=-3, k=—4, by m=2, 13:—5, 9 m=1, k=1.

221. m=-8, n=-23. liviaoovie Q(x)-2P(x)=x*-12x* +40x> -38x-3.

2.22. Pole kwadratu zwigkszy si¢ 0 8a+16, czylio 8(v2+2), gdy a=v2. /.-~ . Réznica pol to
wyrazenie (a+4) —a’. 2.23. a) V(a)=n(2a-3)(Q2a+4), b) P(a)=2r(2a-3X4a+1).

2.24.3) W(x)= (x-TXx+7), b) W(x)= (V2x-1)v2x+1), ¢ W(x)= (x—=v3)x++3),
d) W(x)= (x=17, & W(x)= (V2x-1f, ) w(x)= 2x+v3).

2.25.a2) W(x)= (x+2), b) W(x)= 2x-1), ¢ W(x)=(3-x), d) W(x)= (2x+3)’.
2.26.3) (a—-bX4a+4b+1), b) (x+2X5x+4), ©) (a+b)\b, d) (x+yXl—-x—y).
227.3) (x+3)x*+1), b) Gx+1)dx>+3), ¢ (m+n)Xm—5), d) 2y-5x)X3b-2a),
&) (x—V3Yx+v3)Xx=7), ) (x+1)x*+4), g (x=11(x+1), h) (x+2Xx—-3)X2x~7).
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228. Uvicconka 2n(2n+1)2n+2)=2n(d4n* + 6n+2)=4n(2n* +3n+1).

2.29. a) 4x, gdy xe R\{0}, b) ﬁ, gdy xe R\{0,2}, ©) —g, gdy xe R\{1},
x_
X x+2 -x-3
d) x+3 7gdy X€E R\{_333}5 e) x_zagdy Xe R\{—Z,Z}, f) x+2

,gdy xe R\{-2,4},

, gdy xeR\{—7,—%,7}. 2.30.a) x+2, b) x+3, ¢) -1, d) x+3, e) x5,

3 x+2_3(x+2) _2 x+3_2(x+3)
x-2 x+2 x*-4° 1 x+3 x+3
2.31.a) -1, gdy xe R\{~1,1}, b) 2x-10, gdy xe R\{-5}, ¢) x*+6x+8, gdy xe R\{-4},

B o7at7)

1) x—=1. I hmovwbu a)

b) 2

2

x“+2x-—24 x+3
d) x—z,gdy xe R\{-4,0,6}, e) J'C_3,gdy xe R\{-4,-3,3}, D 3x2—10x—8’gdy

Z44x-12
xe R\{—4,—§,4}, g) x—_xgu,gdy xe R\{-6,-2,6}.
2x—5 —x?—x+1 4x-17 x*4+3x*-5x-3
2.32. a) 3 ,gdy x#3, b)T,gdy x#-1, ¢) 3 ygdy x#£3, d) GH3)x—1) , gdy
2x? +8x-5 Sx

xe R\{3,1}, e) ,gdy xe R\{-5,5}, D (—2)Yx+2¥x—3)" gdy xe R\{-2,2,3}.

x* =25

Odpowiedzi do zadan zamknigtych

Nrzad.| 1.{2.[3.|4.15.|6.|7.]|8. 10. [ 11. | 12.]13.|14. |15.|16.|17.| 18.] 19.| 20.
Op. | D/C|B/A|/A|A(B|/D|B|C|{D|/D|DID|C|A|B[C|D|B

®

Nrzad.| 21.|22.|23.|24.|25.]26.| 27.|28.|29.| 30. | 31. | 32.  33. | 34. | 35.|36. | 37. | 38.| 39.| 40.
Op. | C/B|C B|C|C|D;C|C|D D|IB|C|A|C|D|D|A]JA B

Nrzad. | 41.(42.|43.144.(45. 46.| 47.(48.|49.| 50. | 51. | 52.| 53. | 54. |55.| 56. | 57. | 58.
Odp. | DIB/D|C|C|A[|B|B{A|C|A|C|C|D|D|BJA[A

Wskazdéwki do zadanh zamknig¢tych
1.\ —om =fmt —3m =2 .

5 va’ —2ab+b’ |a-b|

3. x—y*=-511.

ab ab
7. (x+yf =x*+ 7 +2xy=65+2-28. 9. (V2+1) —(2-v2Y = (V2 +1-2+V2 V2 +1+2-+2).
2_ .2 3
1L x—y=2"% ='241“ . 12, (V5+1) =(v3) +3-(V5) +3-45 +1. 13. (y—xXy+x)=4.38.
x+y a
16. (-3)'-3°. 21, X2+ 7x+15=x+7x+10+a, skad 15=10+a.
23. x*-5x+7=0 /.2, skad 2x*—10x+14=0, wigc 2x*-10x+14+6=6.
2
30.c=iz, wiec c2=b—4. 31. a=6, b=4. 35. n=25.
d
2 2 2
—x —(x- ~4 —2) (x+2 4 4 1
3. 32X 262 5. & ):=(x Sx+2) 52. 2% (g0x)= X 1
x=-3 x-3 (x-2) (x-2) x+7 x+7 60x
55. _1_+__1_+L+L=M' 56. X _1: * _x+1=x_x_]
x 2x 3x 4x 12x x+1 x+1 x+1 x+1
| 1 1 n+2 n
57 x+—="—+—. 58. —— =

x x x n n+2_n(n+2)—n(n+2)'
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3. Réwnania, nieréwnosci i ich ukiady

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy mature:

a) rozwigzuje rownania i nierdwnosci kwadratowe; zapisuje rozwiazanie w postaci sumy
przedziatow,

b) rozwiazuje zadania (rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace
do réwnan i nieréwnosci kwadratowych,

¢) rozwiazuje uklady rownan, prowadzace do rownan kwaﬂratowych,

d) rozwigzuje rOwnania wielomianowe metoda rozkladu na czynniki,

€) rozwiazuje proste rOwnania wymierne, prowadzace do rownan linowych lub kwa-

dratowych, np. o 2, i =2x,
x+3 x

f) rozwiazuje zadania (ré6wniez umieszczone w konteks$cie praktycznym) prowadzace
do prostych réwnan wymiernych.

Rownania i nieréwnosSci liniowe oraz ich ukiady

X.1. Rozwiaz rownanie (nieroOwnosé):

ay 2l Xl 1 b) xv2 -3=x-1,

2 3 2
¢ x+(1+ x5 =1, d) (x=3)(x+4)-2(3x-2)=(x—4),

¢) S(x—=1F =2(x+3) =3(x+2Y -7(6x-1), 1) 3(x+1)Y+(x—4) =101+ (x-3),

o) 2x—x+4<4x, . 2x+l_2x+3sl'
3 2 6
3.2. Rozwiaz uklad rownan:
{2x+5y=26 N 4x—y=18
3x=2y=1 "~ 5x+2%y=30’
3x-2y  5x-3y _ 1
V2x+3y=v3+2 5 T3 *F
TP . Max_3y ax-3
x Y= L y=y+1

3 2
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3.3. Podaj interpretacj¢ geometryczng ukladu rownan:

x—=2y=5 3x+6y=3 x—2y=2
a , b , <) .
2x+y=1 2x+4y=2 2x-2y=6
3.4. Kazdemu z uktadéw réwnan:
. {2x—y=4 ’ 6x+y=3 x+y=3
x+y=2" 12x+2y=6" 2x+2y=-8’
przyporzadkuj odpowiadajaca mu interpretacj¢ geometryczna przedstawiong na rysunku:

B

3.5. Dwie sztaby ztota o probach odpowiednio 0,950 i 0,800 stopiono z dwoma kilograma-
mi czystego zlota. Po stopieniu otrzymano 25 kg stopu zlota o probie 0,906. Oblicz masy
sztab ztota o prébach 0,950 1 0,800.

3.6. Lancuszek o masie 50 g zawiera o 18 g czystego zlota wigcej niz lancuszek, ktoéry ma
masg 40 g, oraz w ktdrym proba zlota jest o 0,210 mniejsza niz w fancuszku o masie 50 g.

a) Oblicz proby ztota obu tancuszkéw.
b) Ile graméw czystego zlota zawiera kazdy z tancuszkow?

3.7. W dwoch stopach miedzi i cynku stosunki wagowe tych metali sa rowne odpowiednio
4:1i1:3.Po stopieniu 10 kg pierwszego stopu, 16 kg drugiego stopu i pewnej masy
czystej miedzi otrzymano nowy stop, w ktérym miedz i cynk pozostaja w stosunku 3 : 2.
Oblicz masg nowego stopu.

3.8. Zbiomik jest napeliany w % swojej pojemnosci. Gdy wlejemy do niego 15 litrow, to

bedzie napeiniony w T pojemnosci. Oblicz pojemnos¢ zbiornika.
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3.9. Jesli b biletow zostanie rozdzielonych rowno migdzy trzy szkoty, to kazda z tych szkot
otrzyma 25 biletéw mniej, iz gdyby byly one rozdzielone pomigdzy dwie szkoty. Oblicz
liczbe b biletow.

km 4
3.10. Marek na rowerze jechal z $rednia szybkoscia 20 o i przejechal trasg 3 razy

dhuzsza niz Kasia, ktora jechata rowerem z $rednia szybkoscia 16 W o 15 minut krocej

niz Marek. Ile kilometréw przejechata Kasia, a ile Marek?

3.11. W piatek Arek i Asia pojechali samochodem na sobotnio-niedzielny wypoczynek.
Ich podréz trwata 2 godziny i 10 minut. Powr6t do domu w niedzielg ta sama trasa trwat
1 godzine i 45 minut, bo $rednia szybkos¢ jazdy byla o 12 % wieksza od szybkosci
w piatek. Oblicz:
a) $rednig szybkos$¢ v, z jaka jechal samochod w piatek,
b) odleglo§é (w kilometrach) ich domu od miejsca wypoczynku.

3.12. Adam jest o 5 lat starszy od Zenka, a ich mama ma 5 razy wigcej lat niz obaj chtopcy
razem. Pie¢ lat temu mama miala 5 razy wigcej lat niz roznica ich wieku obecnie. Ile lat
ma obecnie mama i kazdy z jej synéw?

3.13. Za 5 lat corka bedzie 4 razy miodsza od mamy, a za 10 lat mama bedzie 3 razy
starsza od corki. Ile lat ma teraz kazda z nich?

3.14. Barman chce przyrzadzi¢ 7 litrow koktajlu z przecieru truskawkowego w cenie 30 zt
za litr oraz ze $mietanki w cenie 16 zt za litr. W jakim stosunku powinien zmiksowac
sktadniki, aby koszt 1 litra koktajlu byt réwny 20 z1?

3.15. Stefan mowi do Jana: ,,Gdy dam Ci jedna ztotowke, to kazdy z nas bedzie miat taka
sama kwote, a gdy Ty dasz mi dwa zlote, to bgdg miat 2 razy tyle zlotych, co Ty”.
Ile pieni¢gdzy mial Stefan, a ile Jan?

3.16. Karol zaplanowal, ze droge o diugosci s kilometrow przejedzie rowerem w czasie
2% godziny. Pierwszy odcinek trasy jechat z zaplanowana srednig szybkoscia 12 o

.k
a pozostala cze$¢ trasy musial pokonaé pieszo, idac z Srednig szybkoscia 5 Tm Cata
podréz przedtuzyla sig do 35 godziny. Oblicz, ile kilometréw jechal Karol rowerem, a ile

kilometrow szedt pieszo.
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3.17. Suma cyfr liczby dwucyfrowej a jest rowna 11. Liczba otrzymana po przestawieniu
cyfr w liczbie a jest mniejsza od potowy liczby a. Wyznacz liczbg a.

Rownania kwadratowe

3.18. Rozwiaz réwnanie:

a) Bx-1)(4x+5)=(4x+5)(2x-1), b) 51-y(3y+4)=2(17-2y)-58,
¢) (245xF =19x+(x—4)(x +5), d) 25(x=1)Y -9(x+2)° =0,
e) 3x’-2/3x-3=0, f) (x+3) -5(x+3)+4=0.

3.19. Iloczyn piatej i szostej czgsci pewnej liczby roznej od zera jest rOwny tej liczbie.
Wyznacz t¢ liczbg.

3.20. Liczbe 12 przedstaw w postaci sumy dwoch takich skladnikéw, ze suma ich kwa-
dratéw jest rowna 74.

3.21. Wyznacz liczbe dwucyfrowa, wiedzac ze jej cyfra jednosci jest o 5 wigksza od cyfry
dziesiatek, a iloczyn tej liczby przez sumg jej cyfr jest rowny 243.

3.22. Uzasadnij, ze nie istni¢ja dwie liczby, ktérych suma jest réwna 4, a ich iloczyn jest
rowny 5.

3.23. Podaj dwie kolejne liczby naturalne, ktorych iloczyn jest rtowny 756.

3.24. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest rowna 155.
Wyznacz te liczby.

3.25. Cena towaru po dwukrotnej obnizce o ten sam procent zmalata z 50 zt do 40,50 zl.
O ile procent dokonano obnizki ceny za kazdym razem?

3.26. AniaiMaciek beda budowaé dom, Kupili dziatke w ksztalcie prostokata o powierzchni
640 m?® . Wiedzac, ze jeden bok prostokata jest o 12 m dhuzszy od drugiego, oblicz, nie
uwzgledniajac strat siatki, ile metréw biezacych siatki trzeba kupi¢ na ogrodzenie tej

: : : : . . km
3.27. Bartek-chodziarz, na dhlugich dystansach chodzi z $rednia szybkosciag 2 o a Kuba-

biegacz, biega z Srednia szybkoscia 8 & Treningi rozpoczynaja z tego samego miejsca,

kazdy po innej z dwoch prostopadlych do siebie sciezek (rysunek na nastgpnej stronie).
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Bartek rozpoczyna trening o godzing wezesniej niz Kuba. i

a) Po jakim czasie od momentu startu Kuby odleglos¢ migdzy nimi !
bedzie rowna 50 km? ﬁ — _: .

b) Ile kilometréw przejdzie w tym czasie Bartek? ] :

3.28. Kazimierz bawil si¢ jednakowymi kostkami szeSciennymi o krawedzi 1 dm. Gdy
utozyl z nich duzy szescian, zostato mu 7 kostek, a gdy dlugosé¢ krawedzi duzego szescia-
nu chcial powiekszy¢ o 1 dm, to zabrakto mu 12 kostek. Oblicz, iloma kostkami bawit sie
Kazimierz.

Nierownosci kwadratowe

3.29. Rozwiazania nierOwnos$ci postaci:
1° f(x)>0, 2° f(x)<0, 3° f(x)20, 4° f(x)<0
odczytaj z wykresu funkcji kwadratowej f przedstawionej na rysunku:

a) JA ; $\ ﬁ P
*\ f t f/:)» / \/>
0 1 3 X

N\ -
21 a4 % o1 2\ %
d) ) t)
A
A yA Y
y f g
» = 01 X
4 01 X , ’x
f — — > /
01 x \
3.30. Rozwiaz nier6wnos¢:
a) (x+1)2x-1)>0, b) (x—4)* 20, ¢) (x-3X5-x)>0,
d) 6x(7-3x)<0, e) 9-4x2>0, f) (x-5F -2(x—5)<0,
g) —2(x++2)2x—+2)>0, h) 8x—2v2x* <0, i) x*—2x+2<0,
j) 7Tx—4x*-420, k) 3x*-11x-20>0, ) 64x* +49>0,

m) x*-4<0, n) x2>9, 0) x’<—4.
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3.31. Na rysunku ponizej przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej f
1 podane jest rownanie osi symetrii jej wykresu. Podaj rozwiazanie nierdbwnosci zapisane]
pod rysunkiem.

a) VA ' 7

i r/

:

X

ol 1 g A
o -
f(x)=0
3.32. Rozwiaz niero6wnos$¢ i podaj, ile liczb naturalnych nalezy do zbioru jej rozwiazan.
a) x2-9x+8<0, b) -x*+11x—-18>0, ¢) x’-6x-27<0,
d) 2x* —4x-30<0, e) —x*+2x+3520, f) 12x> -13x—-120<0.

3.33. Uzasadnij, Ze nie istnieja takie dwie liczby catkowite, ktorych suma jest rowna 23,
a ich iloczyn jest wigkszy od 132.

3.34. Rozwiaz nieréwnosé:

36 -4 7
a >0, b <0, c >0,
) x> =36 ) x> +4 ) x> —14x+49

6 2 ~16
d >0, e) — <0, >0
) 8 —x? ) x> +6x+9 D 81—-16x>

3.35. Rozwiaz réwnanie:

a) —4x(x-3)Yx—+2 ) x+4)=0, by (x—1-v2)x-1++2)x—4)=0,
¢) 6x*(x+2Y(x-3) =0, d) 4x*(x+4)-(x+4)=0,
e) 9x*(x?—4)-49(x*-4)=0, ) x*(x—v2)-2(x-v2)=0.
3.36. Rozwiagz rOwnanie:
a) 3x2—2x2-9x+6=0, b) 2-x2=0,
¢) 9x* +18x* -16x-32=0, d) 9x° +27x* -25x-75=0,
e) 27x* +27x*-25x-25=0, f) 3x* -3x* —9(x—1Xx+1)=0.

3.37. Rozwiaz rOwnanie:
a) 243x°-1=0, b) 5x° +525=0, ) (x+1) =27,
d) (4x-1) =729, e) (x> +x—6) =196, f) (x>~ 7x+18) =36.
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Réwnania wymierne

3.38. Rozwiaz rOwnanie:

4 X \/Ex—l
a =5, b =-1, ¢ =2 +1,
)2x—3 )4x—1 )Jix 1
a) 3 1 , 0 5 3 _

x+2 x-=-2 2x+1 2x-1

3.39. Rozwiaz réwnanie:
1 X x x 6 2

a) —+ =1, b) —+ =2, ¢) —— =1,
X x+2 x+1 x-2 x x-1
1 1 3

d) + = ’ e) x 2 _ 10 -
x=1 x+2 (x-1)x+2) x=2 x+3 (x-2Xx+3)

3.40. Rowerzysta przejechat tras¢ pomigdzy Gdanskiem i Sopotem tam 1 z powrotem.
Droge do Sopotu pokonatl z §rednig szybkoS$cig 30%11—, a drogg z powrotem z srednig
szybkoscig 20 % . Oblicz, z jaka $rednia szybkoscia jechat rowerzysta na trasie Gdansk-
Sopot-Gdansk.

3.41. Pewna liczbe wymierna mozna przedstawi¢ w postaci gdzie nedl, 2,...,32}.

J— n ’
Gdy powiekszymy licznik tego utamka o 39, a mianownik o 20, to podwoimy wartos¢ tego

utamka. Wyznacz ten ulamek.

3.42, Skrajnymi wyrazami proporcji sa liczby 9 1 32, a suma wyrazow srodkowych jest
roéwna 34. Oblicz wyrazy srodkowe.

3.43. Franek ma 15 lat, a jego tata Jan ma o 25 lat wigce;.
a) Oblicz, ile razy tata Franka jest od niego starszy.
b) Podaj wzor pozwalajacy obliczy¢ ile razy tata Franka bedzie starszy od niego po uply-
wie ¢ lat, gdzie t =20 .
¢) Oblicz, za ile lat tata Franka bgdzie od niego starszy dwa razy.

3.44. Mianownik dodatniego ulamka jest o 3 wigkszy od jego licznika. Jezeli licznik utamka
zwigkszymy o 4 a mianownik zmniejszymy o 2, to otrzymamy % wartosci ulamka.

Wyznacz ten utamek.
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3.45. Roznica migdzy licznikiem 1 mianownikiem pewnego ulamka jest rOwna 82. Jezeli do

licznika dodamy kwadrat liczby 3, a do mianownika kwadrat liczby 4, to otrzymamy
utamek rowny kwadratowi liczby 2. Wyznacz ten utamek.

3.46. Statek, ktorego szybkos¢ wlasna jest rowna 3OkTm , przeptywa 550 km z pradem
rzeki w takim samym czasie co ptynac 450 km pod prad. Oblicz srednig szybko$¢ pradu

rzeki.

3.47. Dwaj wspolnicy zainwestowali w swoja firm¢ pewna kwotg pieniedzy, przy czym
jeden z nich zainwestowal o0 200 tys. zl wigcej od drugiego. Okazalo sig, ze pienigdzy jest

za malo, wigc kazdy z nich dotozyl po 100 tys. zt 1 wtedy stosunek ich wkladéw byl réwny
1 : 2. Oblicz, ile zlotych razem zainwestowali wspolnicy w swoja firme.

Ukiady rownan prowadzace do rownan kwadratowych

3.48. Odczytaj z rysunku rozwiazania:

1° réwnania f(x)=g(x), 2° uktadu réwnan {y =fx) .
y=g(x)

a) h)

= >
0| | X
d) ¢}
YA |
TR, "4 1 UUN VUM
: ,/ )
el 012 x
Ag=fa)
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3.49. Rozwiaz uklad rownan i podaj interpretacjg geometryczna tego ukladu.

_ _3 )
y=2 y=(x=2) -3 y=x y=1-x’
a) __1 2> b) 3 > c) 2 H d) .
y—ix __> y=-3x"+3 y=—2x(x+1)
Y= 2x

3.50. Rozwiaz uklad rownan:

2 _ 2 2
= = +6 +9 -4 =0
) X +y 3’ b){y X X , c){x x+y ’
2x+y:4 y=100 x(x—4)—y=0
2 2 2 2 —
+y +2x+6y—-6=0 = =-1
d) {x y x+6y ) x‘+y 10, {xy '
x=-5 y=5-2x 2x+y=1

3.51. Jaka to liczba dwucyfrowa, ktorej suma cyfr jest réwna 9, a wynik mnozZenia tej
liczby przez liczbe o przestawionych cyfrach jest rtowny 2268?

Zadania zamkniete
(Sposréd odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidlowq.)

1. Jurek moze sprawdzi¢ hamulce w o$miu samochodach w czasie 1% godziny. Wynika

z tego, ze w czasie 50 minut moze on sprawdzi¢ hamulce w:
A) jednym samochodzie, B) trzech samochodach,
C) czterech samochodach, D) szesciu samochodach.

2. Jezeli y+5=13, to réznica y—5 jest rOwna:
A) 2, B) 3, C) 8§, D) 15.

3. Jezeli liczbe a zmniejszymy o 5, to otrzymamy 5 tej liczby. Liczba a jest rowna:

1 1 1
A) 1-, B) 4—, O 5, D) 6—.
) 15 ) 4 ) ) 65

4. Jezeli 2—(2+y)=2-(2—-x), to wartoS¢ wyrazZenia X , gdy y#0, jest rowna:
y

A) 2, B) -1, C) —%, D) 1.

5. Jezeli 3= 6 i 3 15, to warto$§¢ wyrazenia x+y jest rOwna:
X
1 2 3
A) T B) © O 7 D)

>
S’ 5° 6’
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6. Jezeli 10— x> 7, to x nie moze by¢ réwne:
A) -5, B) -3, O 0, D) 3.

7. Jesh 3—x<3x+3,to:

A) x>0, B) x=0, C) x<0, D) x>-4.
8.Jezeli x+y=41 x—y=k,toxrOwna si¢:
A) k+4, B) 4k, C) 4-k, D) 2+%k.
2x+1>-3
9. Zbiorem rozwiazan uktadu nieréwnosci lx <l jest przedzial:
2
A) (-;-2), B) (-2;2), C) (2;+), D) (-22).
10. Zbiorem rozwiazan nierownosci 0 < x—1<3 jest przedzial:
A) (1;3), B) (—;1), C) (14), D) (4;+).

11. Zosia 1 Ania kupity w barze kazda po dwie kietbaski. Zosia polecita usmazy¢é tylko
Jedna i zaptacita za dwie 7,50 zl, a Ania polecila usmazy¢ dwie i zaplacita 9 zt. Wynika
z tego, Ze jedna nieusmazona kielbaska kosztuje:

A) 1,50 zi, B) 2,25 zi, C) 2,75 zi, D) 3z

12. Jesli x+y=z 1 y—z=x,to:
A) z=0, B) z=x, C) z=y, D) z=—y.

13. Jesli x>y 1 xy<0, to:

A) x>0 i 250, B) y>0 i 250, C) x>0 i 2<0, D)x>0, y>0i><0.
y y y y

14. Wigksza z dwoch liczb spetiajacych rownanie x +5x+6=0 jest liczba:
A) -6, B) -3, C) -2, D) -1.

15. Pierwiastkiem rownania x(x+8)=10—(x—2)" jest liczba:
A) 0, B) I, C) -3, D) -8.

16. Roéwnanie x* =3x jest rownowazne rownaniu:
A) x-3=0, B) x=0, C) x(x-3)=0, D) x*+3x=0.

17. Réwnanie x° —4x+c =0 nie ma pierwiastkow, gdy:
A) c=4, B) ce(—o;4), O) ce{4;+00), D) ce (4;+).
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18. Rownanie x> +x-30=0 jest rownowazne rownaniu:
A) (x+6)x-=5)=0, B) (x—6Xx+5)=0, C) (x—6Xx-5)=0, D) (x+6)Xx+5)=0.

19. Kwadrat roznicy pierwiastkow rownania 5x> =10 jest réwny:

A) 2, B) 4, C) 8, D) 16.
20. Liczba 3 jest pierwiastkiem rownania:
A) x*+9=0, B) x*-3=0, C) xz——;-=0, D) x2-9=0.
21. Pierwiastkami rownania v2x* =2+/2x sa liczby:
A) 0i+2, B) 0i-+2, C) 0i-2, D) 0 i 2.
22. Tylko jeden pierwiastek ma roéwnanie:
A) 2x*+32=0, B) x’ =4, C) x*-10x+25=0, D) x*-5=0.
23. Wyrdznik A jest rowny 0 dla rGwnania:
A) x*-25=0, B) x> +25=0, C) 25x*+1=0, D) x> +10x+25=0.

24. Réwnanie x* +bx+4 =0 ma jedno rozwiazanie, gdy:
A) b=-2, B) b=2, C)b=-21lubb=2, D) b=-4 lub b=4.

25. Liczby —4 1 8 sa pierwiastkami rOwnania:
A) (x=4)Xx+8)=0, B) (x+4Xx-8)=0, C) (x+4)Xx+8)=0, D) (x—4)Xx-8)=0.

26. Suma kwadratow dwoéch kolejnych liczb naturalnych jest rOwna 365. Jezeli wigksza
z tych liczb jest n, to podana zalezno$¢ opisuje rownanie:
A) n?+(n+1)’ =365, B) (n-2) +n*=365,
C) (n-1) +n*=365, D) n’+(n+2) =365.

27. Do zbioru rozwiazaf nieréwnosci x> <4 nie nalezy liczba:

A) -2, B) V3, C) -5, D) 1-v2.

28. Rozwiazaniem nieréwnoséci 5> x* moze byé liczba:
A) -5, B) 4, C) -3, D) -2

29. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci 1—x* <0 jest:
A) (=o0;—1), B) (I;+), O (-11), D) (oo —1)U(1; +20).

30. Rozwiazaniem nieréwnoséci x* +c¢ >0 jest kazda liczba rzeczywista x, gdy:
A) ¢c=0, B) ce (—=;0), =~ C) ce(0;+0), D) ce (—oo0;+00),
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31. Liczba calkowita, speiniajaca nieréwnoéé x* <mx moze by¢:
A) -2, B) -1, O) 0, D) 1.

32. Rozwiazaniem nieréwnoséci (x—3) <0 jest liczba:
A) O, B) 3, C) -3, D) 9.

33. Suma przedzialdéw (—oo; —7) i (7;+c) jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci:
A) x?>49 B) x’ <49, C) x*>49, D) x2<49.

34. Przedzial (-5;3) jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci kwadratowe;j:
A) (x+5)x-3)<0, B) (x—5Xx-3)>0,
C) (x—-5Xx+3)<0, D) (x+5Xx+3)<0.

35. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci x(x+3)—4(x+3)<0 jest:
A) (-3;4), B) (-3;4), C) (-5=3)U(4+), D) (—e0;=3)U(4;+00).

36. Gdy 7 jest liczba naturalng dodatnia, to rozwigzaniami nierébwnosci n° —n—6<0 sg
wszystkie liczby nalezace do zbioru:
A) {-1,0,1, 2}, B) {0, 1,2, 3}, O {1, 2}, D) {1, 2, 3}.

37. Kazda liczba x spetniajaca warunek 0< x <% jest rozwigzaniem nieré6wnosci:
A) 2x<-1, B) x?+x<0, C) x>2x%, D) x<2x°.

38. Jesli xe (—1;0), to liczba x spelnia warunek:
A) x*<x, B) x*>x, C) x*<-x, D) x*>-x.

39. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x -V3 )(\/g ~x)>0:
A) nie naleza liczby caltkowite, B) nalezy jedna liczba catkowita,
C) naleza dwie liczby calkowite, D) naleza trzy liczby calkowite.

40. Pierwiastkami rownania x(x—1)}x~2)=0 s liczby:
A) -2,-1,0, B) 0,1, 2, C) -1,-2, D) -1,1,2.

41. Rownanie x*(x+2)—16(x+2)=0 jest rOwnowazne rownaniu:
A) (x—4Xx+2)x+4)=0, B) (x+4) (x+2)=0,
C) (x—16)x+2) =0, D) (x—4)x—-2)x+4)=0.

42. Liczba catkowita spehiajaca rownanie x*(2x—1)2x+1X4x+2)=0 jest:
A) O, B) -1, O -2, D) 1.
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43. Najwigksza liczba spelniajaca rownanie (x +/5 Xx +/2 Xx +3 )(x + % )= 0 jest:

3
A) -5, B) -2, C) -3, D) 3.
44. Rownanie x*(x—3)+4(x—3)=0:
A) nie ma pierwiastkow, B) ma jeden pierwiastek,
C) ma dwa pierwiastki, D) ma trzy pierwiastki.
.y 1.
45. Jezeli y=—1 y=2,to:
X
A) x=2, B) x=1, O) x=%, D) x=-2.
46. Jezeli p:q=3:5 oraz q:r=4:9, to:
A) p:r=1:3, B) p:r=1:4, C) p:r=4:15, D) p:r=1:2.
47. Pierwiastkiem rownania =4 jest liczba:
x+2
1 1
A) 1, B) -1, 01—, D) —-1—.
) ) ) 4 ) 2
48. Liczba 2 nie jest pierwiastkiem rownania:
A) —3-=1, B) ——3—=3, C) 3 =4, D) —8——=2.
x+1 x—1 x+2 x+2
49. Jezeli x+2x+3xtdx =9, gdy x#0, to liczba x jest rowna:
XX
A 2 B) 1 C 19 D) 2
) 10 2 ) 2 ) 9 3 ) *
50. Réwnanie 7—3x:1+3x:
l-x 1-x
A) jest tozsamoscia, gdy xe R\{l}, B) nie ma rozwiazania,
C) ma jedno rozwiazanie, D) ma dwa rozwiazania.
51. Jesli -2 to:
- Jesli = =5 o
A) x=-3, B) x=-2, C) x=0, D) x=2.
(x? —25)x—1)

52. Rozwiazaniami réwnania =0 sa liczby:

(x—5Xx-2)
A) -5,5,1, B) 5,1, 2,5, Q) 5,2, D) -5, 1.
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Odpowiedzi i wskazowki
J5-3
2

3.1. Rozwiazaniem rownania jest liczba: a) 2, b) 2(«/5 +1), c) , d)8, e)4, )5, g) rozwiaza-

niem nieréwnosci jest przedzial (—%; +oo0 J, h) rozwigzaniem nierownosci jest przedzial (—4;+o0).
x=3 x=5 x=42 x=3

3.2. a) , b , €) , d) .
y=4 y=2 y=1 y=2

3.3. a) Interpretacja geometryczna ukladu rownan sg proste o rownaniach y = x> 1 y=-2x+1, przeci-

5
b) Interpretacja geometryczna ukiadu réwnan sa proste rownolegle pokrywajace sie. Uklad ma nieskonicze-

. : s . 7 9 . e
najace si¢ w punkcie, ktorego wspotrzedne (—, —g) sa rozwiazaniem ukiadu rownan.

nie wiele rozwigzan. Wspélrzedne kazdego punktu lezacego na prostej o réwnaniu y = —%x+% $a rozwia-
zaniem tego ukladu. ¢) Interpretacja geometryczna uktadu rownan sa proste o réwnaniach y=x-2 i

¥y =x-3, ktore si¢ nie przecinaja, ale sa rownolegte. Uklad réwnan nie ma rozwiazania.

34. 1-B, 2-C, 3-A,

3.5. Stopu o probie 0,950 bylo 15 kg, a stopu o probie 0,800 bylo 8 kg. ! i -on 4.0 Oznaczajac przez x
masg stopu o probie 0,950, mamy: 0,950x + 0,800(23 -x)+1-2=0,906-25.

3.6. a) 0,750 0,960, b) w cigzszym lancuszku jest 48 g zlota, a w 1zejszym 30 g.

f#duonda a) Niech x — proba zlota w 1zejszym tancuszku i xe (0;1) . Wtedy 50(x+0,210)-40x=18.

b) Niech y — liczba graméw ziota w taficuszku o wigkszej masie. Wtedy —5% — y4—_018 =0,210.

1
3.7. Stopu nowego bylo 35 kg. /i".iiiooih Z warunkdw zadania w stopie pierwszym jest 2 kg (bo 5 ma-
sy) cynku, a w drugim 12 kg. Oznaczamy przez x mase¢ nowego stopu, wigc cynku w tym stop'ie jest %x .
Zatem §x=2+12.
3.8. 24 litry. ! <Au-oika. Niech x — pojemnos$é zbiornika, wtedy %x—%x =15.
- L b b
3.9. 150 biletow. it ik §+25=5.

3.10. Kasia przejechata 60 km, a Marek 80 km. /ivi.zle Oznaczajac dlugoéé (km) drogi przebytej

4

rzez Kasi¢ przez x, otrzymujemy réwnanie i—i—l
p ¢p ) jemy 20 16 4
3.11. a) v,, =50’4T » b) 109,2 km. !t <4 v 4r. a) Niech x — $rednia szybkos$¢ v, samochodu w piatek

.13 7

s=v, -t), wiec —x=—(x+12).
(s=v, 1), wig p 4( )
3.12. Zenek ma pot roku, Adam 5 i pot roku, a mama 30 lat. /1 4.~ 4o Niech: x — liczba lat Zenka,

x+5 —liczba lat Adama, 5[x+(x+5)] — liczba lat mamy. Zatem 5[x+ (x+5)]-5=5[(x+5)-x].
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3.13. Mama ma 35 lat, a corka 5 lat. Ji'\iuoeiha. Niech: x — liczba lat mamy, y — liczba lat corki.

x+5=4(y+5)
Zatem .
x+10=3(y+10)
3.14. Barman powinien zmiksowa¢ przecier truskawkowy i Smietankg w stosunku 2 : 5. i i he Niech:
x+y=17
— liczba litréw ieru truskawk , y — liczba litrow $mietanki. Zat .
x — liczba przecieru truskawkowego, y — liczba litrow Smietanki. Zatem {30x+16y=7-20
3.15. Stefan miat 10 zi, a Jan 8 zt. it ./, .. L., Oznaczajac przez x liczbg zlotowek Stefana,a przez y liczbg
x=1=y+l]
totowek Jana, o ukiad ro f .
zlotowe trzymamy wnan {x+2=2(y—2)
3.16. Karol rowerem przejechat 18 km, a pieszo 10 km. /i ‘.:~,« .. Niech: s i, —droga i czas pierw-

szego odcinka trasy, s, i ¢, —droga i czas drugiego odcinka trasy oraz s, =V, 1 5, =50, .

hh =33 (41, =30 =l
Wtedy 2 [ czyli {*' 2779 , stad ' 2

sl+s2=12-2—3- 12¢, +5¢, =28 t,=2
3.17. Liczba a =83 lub @a=92. ! .i.. .+ '« Niech: x — cyfra dziesiatek i xe {1,2,...,9}, y-—cyfra
jednoscii ye {0,1,2,...,9}, czyli liczba a jest postaci 10x+y.
10y+x<—1-(10x+y) ) x>3(—)2 ) x=8 x=9
2 , czyli 27 , wige =3 lub =9
x+y=11 y=11-x Y

3.18. a) xl=—%, x,=0, b) y=-5, y,=5, ¢)nie marozwiazania, d) xl=—%, x2=5%,

% xl=—?’ x="3, x=-2,x=1.

3.19. 30. s o lx-lxzx 1x#0.

5 6
3.20. 7i5. i /.. . i Niechxi12—x — sktadniki liczby 12, wtedy x> +(12—x)’ =74.

_ ‘ _ (10x+ yXx+y)=243
3.21. 27. ! oo .. Niech 10x+y - szukana liczba, gdzie y =x+35, wtedy —_— ,
zatem (11x+5)2x+5)=243.
3.22. /i “4.owha. Niech x — pierwsza liczba, 4—x — druga liczba. Wystarczy uzasadni¢, ze rownanie
x(4—x)=>5 nie ma rozwigzania (jego wyrdznik A jest ujemny).
3.23. 27i28. 1. ic n(n+1)=756, gdzie n to mniejsza z szukanych liczb i ne N*.
3.24. Liczby: —9,-7,-5 lub 5,7,9. 11 ..o oo k2 +(k+2) +(k+4) =155, gdzie ke C.
325. 010%. = ... Isposéb: | 50———-50 |-——| 50— ——-50 |=40,50, gdzie x to liczba procent
100 100 100

kazdorazowej obnizki i xe (0;100). II sposéb: x-50+x-(50—x-50)=9,50, gdzie x to czg$¢ o jaka obnizo-
no ceng towaru i x€ (0;1).

3.26. Siatki trzeba kupi¢ 104 metry biezace. '~ ..+ - Niech x — dlugos¢ krétszego boku prostokata,
x+12 — dlugosé dhuzszego boku prostokata. Zatem x(x+12)=640.
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3.27. a) Po 6 godzinach, b) 14 km. It /..o« 4., b) Przyjmiemy oznaczenia jak na K
rysunku obok, gdzie: |OB| — droga Bartka, |OK| — droga Kuby, |BK!=50, gdy te R*. 50
Droga jest iloczynem szybkosci i czasu, wigc |OK|=8t, gdzie ¢~ czas treningu Kuby, oraz

B o

|OB|=2(t+1), gdzie t+1 — czas treningu Bartka.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa w tréjkacie BOK mamy (8¢) +[2(r +1)]* = 50°.
3.28. 15 kostek. i i snne @ +T7=(a+1)’ —12, gdzie a to dlugosé krawedzi szescianu i ae {l, 2,..}.
3.29. a)1° f(x)>0, gdy xe (~o0;—2)U(4+02), 2° f(x)<0, gdy xe (-2;4), 3° £(x)>0, gdy
x€(~o0;=2)U(d;+0), 4° f(x)<0, gdy xe(~2;4), d)1° nieréwnosé¢ f(x)>0 nie ma rozwiazania,
2° f(x)<0, gdy xe R\{-4}, 3° f(x)20,gdy x=—4, 4° f(x)<0, gdy xe R,

) 1° f(x)>0, gdy xe R, 2° nierownos¢ f(x)<O0 nie ma rozwiazania, 3° f(x)20, gdy xe R,

4° nieréwnos$¢ f(x)<0 nie ma rozwigzania.

3.30. a) xe (—oo;—l)u(—;—;+oo), b) xe R, ¢) xe€(3;5), d) xe (—oo;O)U(%;+ooJ, e) xe(—%;%),

f) xe(5,7), g) xe (- ﬁ;g} h) xe (oo O)U(Z\/E; +<>o), i) nieré6wnos¢ nie ma rozwigzania, j) nie-

rownos$¢ nie ma rozwiazania, k) xe (—oo;~§)u(5;+oo), ) xe R, m) xe(-2;2),

n) xe (—eo;—3)U(3;+), 0) niecrdbwno$é nie ma rozwiazania,

3.31. a) xe (-0, 0)U(4;+0), b) xe(—oo;—4)U(2;+), €) x,=4.

3.32. a)8, b)6, ©)9, d)5, €8, H4 il k. a) xe(l;8) i xe N, b) xe(2;,9)i xe N,

) xe(=39)ixeN, d) xe(-3;5)ixeN, € xe(-57)ixeN, f) xe<—2§;3%> i xe N.
3.33. &0 .00 Gdyby takie dwie liczby istnialy, to by nalezaly do zbioru rozwigzan nierdwnosci
x(23-x)> 132, gdzie x to jedna z tych liczb, a 23— x to druga z tych liczb.

3.34.a) xe(—oo;—6)U(6;+), b) xe R, ¢) xe R\{7}, d) xe (—2\5; 2«/_2_), €) nierdwnos$¢ nie ma
rozwigzania, f) xe (-w;—%)u(%;+°"). oo Wartos¢ utamka jest dodatnia, gdy licznik i mia-
nownik sa jednakowych znakéw. Warto$¢ utamka jest ujernna, gdy licznik i mianownik sa réznych znakéw.
335. a) =0, x,=3, ;=V2, x,=—4, b) x;=14+v2, x,=1-v2, x;=4, ©) x,=0, x,=-2,

7 7
X =3, d) xI:—4,x2=—%,x3=%, €) xI:—2,x2=2,x3=—§, x4=§, i)xl=—~/§,x2=~/§.

4
3.36. a) xl=§,x2=— 3,x3=\/§, b) x, =0, x,=1, ¢) xl=—2,x2=—-:—,x3=§, d) x,=-3,
xzz—g,x3=§, e) x,=—l,x2=—5;/§,x3=5\9/§, f)xlz—l,x2=l,x3=—\/§,x4=\f§.

Hiia oo a) X(3x-2)=-3(3x-2)=0, b) x}(x-1)=0, ¢) 9x*(x+2)-16(x+2)=0,
d) 9x%(x+3)-25(x+3)=0, €) 27x*(x+1)-25(x+1)=0, ) 3x?(x>=1)-9(x? -1)=0.

3.37. a) x0=%, b) x0=——;—, ¢) x,=2, d) x0=%, e) x,=-5, x,=4, f) x,=3, x,=4.
covoe) (x+1Y =27, skad x+1=¥27, ) > +x—6|=14, 0 [x*-7x+18=6.
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V2+2

3.38. a) x,=19, b) x, =%, €) X,=— , d) x,=4, e) xg=2. Wskazowka. Skorzystaj z wlasno-

§ci proporcji — ,gdy ad=bc.

b d
339, a) x,=2, b) x,=—4, ¢ x,=2, x,=3, d)rownanie nie ma rozwigzania, €) rOwnanie nie ma

rozwigzania. Wskazowka. SprowadZ lewa strong réwnania do wspdlnego mianownika.

km

3.40. 24 5 Wskazowka. vy = S +Ss , gdzie 5 to dlugo$¢ trasy miedzy Gdanskiem a Sopotem.
30 20
3.41. 13 . Wskazowka. n+39 =2- " , skad n?-112n+1287=0.
20 33—-n+20 33-n ,
342, 18116, Wkazowha, > =™
x 32

8 40+t +

343. a) 3 razy, b) P =E+—t- , ¢)za 10 lat, Wskazowka. a) 15:-525 , € Tg_'_: =2,

3.44. Ulamek % Wskaz6wka. Niech: x — licznik utamka, x+3 — mianownik utamka, gdy x€ R\{3},
x+4 14 x
x+3-2 5 x+ x+3°

wtedy

x+82+3?

_ a2
x+42 =7

3.45. Ulamek -9— Wkazowka. Niech x jest mianownikiem ulamka i xe R\{0}. Wtedy

3.46. 3 km, Wskazowka. 230 _ 450 , gdzie x to szybko§¢ pradu rzeki.
30+x 30-x

3.47. 600 000 ztotych. Wskazowka. _ x+100 _1 =, gdzie x to pierwotna kwota, ktéra zainwestowat ten

x+200+100 2
ze wspolnikow, ktory zainwestowal mniej.

x=3
y=3’

x=-2

3.48.8)1° x;=-2, x, =2, 2° {y=4

lub {x—2 b)1° x, =3 20{
y=4’ v

*=4 D1 x -1, x,=2, 20 {F”l ub {x=2

y=0’ 1 2 2 » 4’

x=2
01° x=2, x,=4, 2°{ lub {
- y y=1

=-5

. _ . x=-2 x=0 o __ _ o x=-2 x=2
e)1° x,=-2, x, =0, 2 lub N1° x,=-2, x,=2, 2 lub 0

y=0 y=-4’ y=0 y=
3.49 ){x=_2 lub {x=2 b) {FO lub {x=2
49. a ] , u ’
\Y 3 y* } fl 1:{ dl 2 e{* g
\\_ //.Ngz‘ \ L R
T ieb AN /
N ! N JA y= -:—'(Jt.'—Z)2 -3
0 l x 3 AR
_ | MuE ‘
i | I 1 ,‘;_ -
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Y I T R R N
<) y_EZ lub y_f NN 9 {y=0 i AT otr
~ R RAVARVAS 0 >
I 0 e “3,;5-::3 ‘j /\\K y==2x(x+1)
,I‘ P th—t— e
3.50. 3) {x=l, b) {x=_13 tub {x=7 ) {x=0 lub {x=4, d) {x=_5,
y=2 y=100 y=100 y=0 y=0 y=3
e) {x=1 lub {x=3 ; t){k=—% lub {x=1 .
y=3 y=-1 y=2 y=-1

x+y=9

3.51. 36 lub 63. Wikazowka.
. yrazowa {(10x+ yX10y+x)=2268

a y jej cyfra jednosci.

, gdzie x to cyfra dziesiatek szukanej liczby,

Odpowiedzi do zadan zamknigtych

Nwd| 1.]2.[3.[4.[5[6]7[8 9. 10.[11.[12.]13.T14. [15.]16.[17.] 18.] 19.] 20.
ow. | c/|B|D|[B|D|{D|A|[D|B{Cc|{A]|Cc]|c|c]|c|c|D|A|lc|D

Nrzad.| 21.[22.)23.|24.(25.] 26.] 27.]28.{29.] 30. | 31. | 32. 33. | 34. | 35. | 36. | 37.| 38.] 39.] 40.
'o. | D|c|D|D|B|C|{Cc|D|D|C|D|B|C|A|B|C|{C|C|B|B

Nrzad.| 41.)42.43.|44.|45.]46.| 47.|48.|49.| 50. | 51. | 52.
odp. | AlA|B|B|Cc|c|D|D|C|B|C|D

Wskazéwki do zadan zamknietych

3. a—5=%a. 5.x=%iy=—:1;-. 9. x>-21x<2. 10. 0+1<x<3+1.
11. 9-7,50=1,50 to cena usmazenia kielbaski.
—-x+y=z
2y=2z
13.Je$li x>y i xy<0,t0 x>0 i y<O0. 17. A<O. 19. (x,-x, Y =(V2+2Y.
29. (x—x Xx—x,)=0. 26. Jezeli wicksza liczbg jest n, to mniejsza liczba jest n—1.
28. A=0. 36. ne N* i ne (-2;3). 37. x,=12, x,=—4.
39. xe (v3;45) i xe C. a3. —J§<-J§<-%<—J§.
34

44, x2(x—3)+4(x—3)=(x-3)x* +4). a5. 1o2. 46. 2. L=2.2

X qgr 59

51. 2(3—x)=3(x+2). 52. (x*-25(x-1)=0, gdy xe R\{2,5}.
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4. Funkcje

Wymagania egzaminacyjne
Zdajacy maturg:
a) okresla funkcjg za pomoca wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego,

b) odczytuje z wykresu funkcji dziedzing 1 zbior wartosci, miejsca zerowe, maksymal-
ne przedzialy, w ktorych funkcja rosnie, maleje, ma staly znak,

¢) sporzadza wykres funkcji spelniajacej podane warunki,

d) potrafi na podstawie wykresu funkcji y= f(x) naszkicowaé wykresy funkcji
y=f(x+a), y=f(x)+a, y==f(x), y=f(-x),

e) sporzadza wykresy funkcji liniowych,

f) wyznacza wzor funkcji liniowe;,

g) wykorzystuje interpretacjg wspotczynnikow we wzorze funkcji liniowe;j,
h) sporzadza wykresy funkcji kwadratowych,

1) wyznacza wzOr funkcji kwadratowe;,

j) wyznacza miejsca zerowe funkcji kwadratowej,

k) wyznacza wartos¢ najmniejsza i warto$¢ najwigksza funkcji kwadratowej w prze-
dziale domknigtym,

1) rozwiazuje zadania (rOwniez umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace
do badania funkcji kwadratowe;j,

m) sporzadza wykres, odczytuje wlasnosci i rozwigzuje zadania umieszczone w kontek-
Scie praktycznym zwigzane z proporcjonalnoscia odwrotna,

n) sporzadza wykresy funkcji wykladniczych dla réznych podstaw i rozwiazuje zada-
nia umieszczone w konteks$cie praktycznym.
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Rdéine sposoby okreslania funkcji

4.1. Czterej turysci (oznaczeni literami od A do D) sporzadzili sprawozdanie z tygodnio-
wej wycieczki. Kazdemu z dni tygodnia (p — poniedzialek, w — wtorek, § — Sroda,
¢ — czwartek, pt — piatek, s — sobota, n — niedziela) przyporzadkowali liczbg przebytych
kilometréw. Okreslili cztery funkcje majace taka sama dziedzing:

Turysta A (funkcja f):

Turysta B (funkcja g):

I

|
Dziefitygodnia | p | w | § | c | pt| s | n |
Liczbakm | 100 | 0 [40[ 30 50] 30 0 :
|

|

l

Turysta C (funkcja h):

(km) A
50

;‘g Turysta D (funkcja k):

|
|
20 | (@, 120), (w, 0), (5, 30), (c, 30),
16 | : (pt, 40), (s, 0), (n, 20)
|
|

A‘r’ >
0 pw S cpts n dzien
tygodnia

a) Okresl, ktéra z funkcji: £, g, h, k ma najwigksza liczbg miejsc zerowych.

b) Czy wsréd funkcji f, g, A, k sa funkcje rowne?

¢) Ktory z turystow przejechal w ciagu tygodnia najdiuzsza trasg, a ktory najkrotsza?
d) Ktéra z funkcji £, g, h, k jest funkcja rosnaca, a ktéra funkcja malejaca?

e) Podaj liczbg elementdéw zbiorow warto$ci kazdej funkciji.

4.2. Okresl, czy funkcja jest przyporzadkowanie, ktore:
a) liczbie bokoéw wielokata przyporzadkowuje liczbg jego przekatnych,
b) liczbie bokéw wielokata przyporzadkowuje jego obwaod,
¢) dlugosci boku kwadratu przyporzadkowuje jego pole,
d) liczbie bokéw wielokata przyporzadkowuje sumeg miar jego katow wewngtrznych,
e) kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje jej podwojony kwadrat,
- f) kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowuje liczbg do niej przeciwna.
Jesli przyporzadkowanie jest funkcja, to okresl ja wzorem i podaj dziedzing oraz zbioér
wartosci.
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4.3. Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonej wzorem:

2) _{Zx, gdy xe{-2,-1,0,1,2} b) v 2x+1, gdy x<l1
YZ1-x+6, gdy xe{3,4,5,6} Y \3x+6, gdy x>1°

4.4. Funkcja fprzyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej dodatniej liczbg jej naturalnych
dzielnikéw wigkszych od 1. Podaj:
a) wartosci f(1), f(2), f(24), f(100),
b) przyktad dwoch liczb naturalnych a i b, takich ze f(a)= f(b)=2.

4.5. Okresl dziedzing D, funkcji £, gdy:

2) f(x)= j;—_% b) f(x)—| i ¢ f(x)=v=x+vx,

d) f(x)=v3-x+ , D) f(x)=Vvx*+2x-3-+/8-x.

J— 9 f@=15 (_1)2

4.6. Sprawdz, czy funkcja fi funkcja g sa réwne, gdy f(x)=vx—-1vx-2
i g(x)=4(x-1)(x-2). OdpowiedZ uzasadnij.

Odczytywanie wiasnosSci funkcji z wykresu

4.7. Analizujac wykres funkcji f przedstawiony na 4 ﬁ vk £
rysunku:
a) podaj dziedzing D, i zbiér wartosci Y,
funkciji f;
b) podaj miejsca zerowe tej funkc;ji,

3L

e
I'4

A

¢) okre$l maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcji f,
d) podaj najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji w przedziale (—5;6) .

4.8. Odczytaj z wykresu funkcji f zbior argumentoéw x,
dla ktérych: I\ 7
W) £()>0, b) f(x)=0, Y
¢) f(x)<0, d) f(x)<0, ‘
¢) f(x)<4, f) f(x)z-3. P bt

H

=¥

(V8
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4.9. Podaj wspélrzgdne punktu przecigeia si¢ wykresu funkeji f z osia y, gdy funkcja f
okreslona jest wzorem:

a) f(x)=x++3, b) f(x)=x*+2, c) f(x)=x;f,
X
5, d <0
-2x+3, gdy x<£1 gy X
d) f(x)= , e f(x)=1 1, gdy 0<x<2.
2x—8, gdy x>1
x—-6, gdy x=22
4.10. Na rysunku obok przedstawione sa y A
wykresy funkcji f1 g. Odczytaj z wykresu Sy
rozwigzanie: ) N >
' ‘ S~ 2ol 1 4 7 x
a) rownania f(x)=g(x), .y y=F)
b) nier6wnosci g(x)<O0, R ~__\¥
¢) nier6wnosci f(x)>-1, y= g (be) [

d) nierownosci f(x)< g(x).

4.11. Dziedzing funkcji fjest zbior {-2,-1,0,1,2,3}. Narysuj wykres funkcji £, wiedzac
Ze spelnia ona nastepujace warunki:
1° zbiorem warto$ci funkcji f’jest zbior {-3,0,1, 2},
2° funkcja f przyjmuje najwigksza warto$é dla argumentu réwnego 1,
3° funkcja f'ma dwa miejsca zerowe bedace liczbami dodatnimi,
4° dla kazdego ujemnego argumentu funkcja przyjmuje warto$¢ dodatnia.

4.12. Naszkicuj wykres funkcji f spelniajacej warunki:
1° dziedzing funkcji f jest przedziat (0;10), a zbiorem wartoci przedziat (0;6),
2° £(0)=01i f(10)=0,
3° funkcja fjest rosnaca w przedziale (0; 5), stata w przedziale (5; 6) i malejaca w prze-
dziale (6;10).
Czy istnieje tylko jedna taka funkcja?

4.13. Na rysunku obok przedstawiona jest zalezno$é A d[cm]

16
migdzy dtugoscia d sprezyny a warto$cia sity F, po- 14
wodujaca zmiang jej dlugosci. Odczytaj z wykresu: 12~
a) poczatkowa diugo$é sprezyny, 12

b) wartos¢ sily F, ktora powoduje wydtuZenie sprezy- 6
ny o 4 cm, 4

2

0

¢) o ile powinna wzrasta¢ warto$¢ sity F, by sprezyna
wydluzata sig o 1 cm.

>
36 912151821 24 pNj
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A liczba ludnosci [min]

4.14. Na wykresie obok igf .
przedstawiono zmiany 382
liczby ludnosci Polski 35,7
w XX wieku. Odczytaj / \
z wykresu i podaj lata, 3% :; \
w ktorych liczba ludno- \ /
" .. 29,0
$ci Polski: 276 ) 7 \
a) ulegata zmniejszeniu, 274
b) najszybciej wzrastata. zz:
’ >
0 1900 1910 1921 19311938 1346 1955 1970 1980 1990 2000
lata XX wieku
4.15. Na rysunku obok przedstawione sa wy- 4 yi=f(x)
kresy funkcji /i g. Uzasadnij, ze: 2
1
a) f(-1)g(-1)<0, N .
b) £(5)+g(5)=0 5 | 6| ¥
¢) jezeli xe (—2;0), to f(x) g(x)<0, !\ Y5
d) jezeli xe (-4;-2), to f(x) g(x)>0. 3 N
Przeksztatcanie wykresdéw funkcji
4.16. Na podstawie wykresu funkcji f (rysunek obok) d $= f(x)
naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem: 5 ¥
a) y=f(x+3), b) y=f(x-2), 3
¢) y=f(x)-3, d) y=f(x)+1, | ;
e) y=f(-x), f) y=—f(x). ST TS
4.17. Funkcja f okre$lona jest wykresem y= f(x) (ry- yA
sunek obok). Podaj dziedzing D, i zbidr wartosci ¥,
funkcji g, gdy: 3 et
a) g(x)= f(x-10), b) g(x)=f(x+20), n
¢) g(x)=f(x)-30, d) g(x)=f(x)+70, S ol 13 T 4 1 %

e) g(x)=-1(x), f) gx)=r(-x).
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4.18. Wykres y = f(x) przedstawiony na rysunku obok przeksztat- A . £00)
cono i otrzymano wykresy: T
1° y= f(x)-3, 2° y=f(x+3), < >
3 y=f(x-3), 42 y=f(x-2)+3, T *
5° y=f(-x), 6° y=—f(x. T !
Przyporzadkuj powyzsze wzory do wykreséw oznaczonych literami od A do F.
) Wl ] 5 o]l 132 *
P
5 a ol 1 % 0] 1 N ]
]
P A YA YA
:: - 1 L
e » N,
£ 0l N2 | % % oON/2 | % .
0 A' :

Funkcja liniowa

4.19. Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych oraz
przez punkt P, taki ze P=(-2,1).
a) Oblicz wspélczynnik kierunkowy a wykresu funkcji fi okresl, czy tworzy ona z osia x
kat ostry, czy kat rozwarty.
b) Napisz wzor funkcji f.
¢) Sprawdz, czy punkty 4 i B, takie ze 4=(50,—25) i B=(25,-50), naleza do wykre-
su funkcji f. |

4.20. Podaj miarg kata jaki tworzy wykres funkgcji liniowej f z osia x, gdy:
a) f(x)=v3x++3, by f(x)=x+4, c) f(x)=?x+1.
4.21. Napisz wzor funkcji liniowej w postaci y=ax+b , wiedzac ze przyjmuje:

a) wartosci ujemne w przedziale (—oo; —4) i jej wykres jest nachylony do osi odcigtych
pod katem 45°,
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b) warto$ci nieujemne dla argumentéw z przedziatu (—eo;3) i jej wspotczynnik kierun-
kowy jest rowny -2,
¢) tylko wartosci ujemne, a dla argumentu réwnego 7 przyjmuje warto$¢ —4.

4.22. Napisz wzor funkcji liniowej w postaci y =ax+b , o ktorej wiadomo ze:

a) jej wykres jest nachylony do osi x pod katem 60° oraz jej miejscem zerowym jest
liczba 243,

b) rzedna punktu przeciecia jej wykresu z osia y jest rowna 4, a odcigta punktu przecigcia
Z 0sia x jest rOwna 2,

¢) jej wykres jest rownolegly do prostej o réwnaniu y =-4x+6 i przechodzi przez
punkt P, taki ze P=(-1,7),

d) do jej wykresu naleza punkty 4 i B, takie ze A=(-5,v/5)i B=(-+5,5).

4.23. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji A
liniowej f. 1
a) Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz wzor 3

funkcji £ !
b) Oblicz miejsce zerowe funkcji f.
¢) Napisz wzor funkcji g, ktorej wykres jest rownolegly do ! ;
wykresu funkeji i ktérej miejscem zerowym jest liczba 16, | | | I

y=f(x)

1*v {

4.24. Narysunku obok przedstawiony jest wykres funk-
cji liniowej f. Naszkicuj wykres funkcji g i napisz jej
wzor, gdy:

a) g(x)=f(x-2), b) g(x)=rf(x+1), )
¢) g(x)=f(x)+3, d) g(x)=/f(x)-1,
e) glx)=rf(=x), ) glx)=—f(x).

o
=Y

4.25. Funkcje liniowe fi g okre§lone sa wzorami f(x)=2x-4 i g(x)=ax+4, gdzie
a # 0 . Oblicz warto§¢ wspolczynnika a, wiedzac ze wykresy funkcji f1 g przecinaja si¢
w punkcie o odcigtej rownej 1.

4.26. Funkcja liniowa okreslona wzorem y = ax+b jest malejaca i jej miejscem zero-
wym jest liczba ujemna. Ustal znak wyrazenia a+b .

4.27. Funkcje liniowe, majace to samo miejsce zerowe, okreslone sa wzorami y =3x+b
1 y=ax—2. Oblicz warto$¢ wyrazenia a-b.
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4.28. Oblicz, dla jakich wartosci £ funkcja liniowa f okre$lona wzorem:
2k +3

a) f(x)=(—2k+6)x—4 jest malejaca, b) f(x)= (3 -
¢ f(x)=(3k+2

)x +3 jest rosnaca,

)x —4 nie ma miejsca zerowego.

4.29. Oblicz, dla jakich wartosci m prosta bgdaca wykresem funkcji liniowej okreslone;
wzorem y=02m+1)x+3m-2:
a) przecina of§ y w punkcie o rz¢dnej dodatniej, b) tworzy z osia x kat rozwarty.

4.30. Stalowa szyna w temperaturze 0°C ma dhugo$¢ 30 m. Przy wzro$cie temperatury
0 1°C szyna wydtuza sie 0 0,2 mm.
a) Wyraz dlugo$¢ szyny wyrazona w metrach jako funkcje temperatury wyrazong w stop-
niach.
b) Oblicz dlugo$é szyny w temperaturze 20°C.
¢) Przy jakiej temperaturze szyna bedzie o 1 cm dluzsza niz w temperaturze 0°C?

4.31. Pewne przedsigbiorstwo sprzedaje swoje wyroby po 150 zt za sztuke. Na catkowity
miesigczny koszt produkcji K skladaja si¢ koszty state w kwocie 20 000 zt i koszty
produkcji rowne 90 z1 za jeden wyrdb.

a) Podaj wzor funkcji K opisujacej koszty catkowite.

b) Ile co najmniej wyrobow musi sprzeda¢ przedsigbiorstwo, aby produkcja przyniosta zysk?

¢) Oblicz, ile sztuk powinno sprzeda¢ przedsigbiorstwo, aby jego zysk byt réwny co
najmniej 1500 zt.

4.32. Samochdd poruszat si¢ przez 4 godziny z Srednig szybkoscia SO%n- .
a) Podaj wzor funkcji f opisujacej zalezno$¢ migdzy droga s, ktora przebywa samochod,
a czasem t, w ktorym ja pokonuje.
b) Oblicz dlugosé¢ drogi, jaka pokona samochéd w czasie 150 minut jadac z ta sama
szybkoscia.
¢) Ile czasu potrzebuje kierowca na pokonanie 120 km?

4.33. Narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem:

-1, gdy xe(—eo;-2) 2x+3, gdy x<-1
a) f(x)=<-x, gdy xe(-2;2) , b) f(x)=4x+1, gdy -1<x<I.
1, gdy xe(2;+o) 2x+1, gdy x=21
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Funkcja kwadratowa

4.34. Wz6r funkcji f zapisz w postaci kanonicznej oraz podaj jej zbior wartosci Y, , gdy:

a) f(x)=x*+5x+4,
¢) f(x)=—x*+x,

e) f(x)=x>-6x+9,

4.35. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funk-
cji kwadratowe;j /. Odczytaj z wykresu odpowiednie dane

1 podaj:

a) miejsca zerowe funkcji f,

b) rozwiazanie nieréwnosci f(x)<0,
¢) wspoélrzedne wierzchotka W paraboli,
d) wzor funkcji £,

4.36. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji
kwadratowej f.

a) Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz wzor
funkcji ' w postaci iloczynowe;.
b) Wz6r funkcji £ napisz w postaci kanoniczne;.

4.37. Na rysunku obok przedstawiony jest fragment wy-
kresu funkcji kwadratowe;j f.

a) Podaj miejsca zerowe funkcji £
b) Napisz wzor funkcji /' w postaci kanoniczne;.

¢) Napisz ré6wnanie prostej, ktora jest osig symetrii wy-
kresu funkcji f.

4.38. Na rysunku obok przedstawiony jest fragment para-

boli, ktora jest wykresem funkcji f.

a) Napisz wzor funkcji f-

b) Podaj wspétrzedne wierzchotka W paraboli, ktora jest
wykresem funkcji f.

¢) Napisz rOwnanie prostej, ktora jest osia symetrii wy-
kresu funkc;ji f.

b) f(x)=—x*+3x-2,
d) f(x)=—2(x+3)x-1),
f) f(x)=—x"+x-1.

y
- - W dy-df(x)
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4.39. Na rysunku obok przedstawiony jest fragment paraboli, ktora |
jest wykresem funkcji kwadratowej f. /_{
a) Napisz wzor funkcji f'w postaci kanonicznej. - ’12 3
b) Oblicz miejsca zerowe funkcii f. 1 >
¢) Naszkicuj wykres funkcji g okreslonej wzorem g(x)=f(x-4). . 0[ 1 [ *

4.40. Na ponizszym rysunku przedstawione sg wykresy funkcji kwadratowych fi g. Wie-
dzac ze wykres funkcji g jest obrazem wykresu funkcji /' w pewnym przeksztalceniu,
okresl funkcjg g w zaleznosci od funkcji foraz funkcje f'w zaleznoéci od funkcji g.

b

a) vA | )
- yeg)
. W & ‘fd -

4.41. Oblicz najmniejsza 1 najwigksza warto$¢ funkcji f' w przedziale 4, gdy:
a) f(x)=2x*-4x+3 i A=<-;—; 2> : b) f(x)=—x>+3x-1 i A={-11).
¢) flx)=x*+2 i A=(-2;3).

4.42. Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x)=2x? —7x+ m . Oblicz, dla jakiej wartosci m:

a) funkcja f ma dwa miejsca zerowe,
b) jednym z miejsc zerowych funkc;ji £ jest liczba 1. Oblicz drugie miejsce zerowe.

4.43. Oblicz, dla jakich wartosci m funkcja kwadratowa f okre$lona wzorem:
a) f(x)=x*—mx+1 przyjmuje tylko wartosci dodatnie,
b) f(x)=x*-2mx—3 ma o$ symetrii o réwnaniu x=1.
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4.44. Wyznacz wzor funkcji liniowe) postaci y =ax+b, ktorej wykres przecina wykres
funkcji kwadratowej okreslonej wzorem y = —;—xz —2 w punktach A=(4,y,)

i B=(-2,yp). SporzadZ odpowiedni rysunek.

4.45. Oblicz najwieksza warto$¢ funkcji okreslonej wzorem f(x)= ——2—%——5 :
x°=2x+

4.46. Oblicz najmniejsza warto$¢ funkcji okreslonej wzorem f(x)=—; 54 3¢
—x“+4x-

4.47. Liczbe 30 rozt6z na takie dwa sktadniki, aby suma ich kwadratéw byta najmniejsza.

4.48. Wyznacz takie dwie liczby, aby ich suma byla réwna 120, a ich iloczyn mial naj-
wicksza wartosé.

4.49. Tlo$¢ sprzedawanych dziennie owocoéw (w kilogramach) w pewnym sklepie opisuje wzor
f(n)=8n- -‘51 n?, gdzie n oznacza liczbe godzin, jaka uptyneta od otwarcia sklepu. W ktorej
godzinie po otwarciu sklepu sprzedano najwigcej owocdw 1 ile to bylo kilogramow?

4.50. Ciato wyrzucone pionowo w gorg osiaga po ¢ sekundach wysoko$¢ (wyrazona w me-
trach) rowna wartosciom funkcji # okreslonej wzorem h(t)=—4¢> +40¢ .
a) Ile czasu uptyneto od chwili wyrzucenia ciala w gorg do chwili jego upadku na ziemig?
b) Po jakim czasie ciato osiagneto maksymalna wysoko$¢? Podaj wartos¢ tej wysokosci.

4.51. Funkcja popytu p i funkcja podazy ¢ sa okreslone wzorami
p(x)=80-3x -——SI—O-x2 , q(x)= 50-%x2 , gdy x oznacza cene towaru i xe (0; 50).

Oblicz ceng rownowagi, tzn. ceng dla ktorej p(x)=g(x).

4.52. Wiasciciel ksiegarni sprzedaje miesiecznie 20 egzemplarzy ksiazki w cenie po 40 zi
za jeden egzemplarz. Zauwazyl, Ze obnizka ceny ksiazki o 1 zt powoduje przecigtnie
zwigkszenie sprzedazy o jeden egzemplarz. Jaka ceng jednego egzemplarza ksiazki po-
winien ustali¢ wlasciciel ksiggarni, aby jego miesigczny utarg byl najwigkszy?

4.53. Wartosciami funkcji fokreslonej wzorem f(n)=n’ —n+41, gdzie ne {1,2,3, ..., 40},
sq liczby pierwsze.
a) Oblicz najmniejsza i najwigksza liczbg pierwsza, ktora mozna wyznaczy¢ za pomoca
tego wzoru.
b) Sprawdz, czy liczba pierwsza 547 jest warto$cia tej funkcji.
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Wielkosci proporcjonalne i funkecja f (x)=§

4.54. Zaleino$¢ migdzy wielkosciami x i1 y zostala okreslona za pomoca tabeli. Napisz
wzOr opisujacy te zalezno$¢ i okresl, czy wielko$ci zmienne x 1y sa wprost, czy odwrot-
nie proporcjonalne.

) xT1[2]8]16 by [¥T2]3[4]6

“y| 3|6 (24|48 ‘yl12| 8|6 | 4

4.55. W tabeli podane sa po dwie wartosci wielko$ci zmiennych x i y, ktére sa odwrotnie
proporcjonalne. Oblicz k 1 napisz wzor tej proporcjonalnosci.

a) 2 by [T 1
'x-a 5 1 x ']: k
| 2k | 14k y| 8| 2

4.56. Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres proporcjonalnych wielkosci
zmiennych x i y. Napisz wzor tej proporcjonalnosci i okresl zbiory do ktorych naleza
wielko$ci x 1 y.

A YA
a) - :}i\_,w R b) _____ A i C)’ oy A
[ N (N O N A T 1' ) i
/ - - 1
| P
/ I ; 4 20| 11 4
/ 2 SESRNENERE
g A . + 2 1L
! } .-___f.,_w.é A.J;. .
0 = 0l 123 § % |
! i
d) ytA e) v A ‘ ‘ f) I Ji A! ,
f e AREEN WS
B AN | , ]
——, ~ A o 3_ HHHHHHH T T "--4-..____
TN NN INEDE x
\ 4 ] ; T —— > e
i 0 Po3 x | \ -
* P :' ’ \

4.57. Pewna prac¢ moze wykona¢ 14 robotnikow w ciagu 15 dni. W ciagu ilu dni wykona
t¢ sama praceg 3 robotnikow?

4.58. Zapas ziemniakOw w stoldéwce szkolnej wystarczy na 21 dni, jezeli dziennie bedzie
sig¢ wydawac¢ 240 obiadéw. Na ile dni wystarczy ten zapas, jesli dziennie bgda wydawane
252 obiady?
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4.59. Motocykl, jadac z srednig szybkoscig 40 % , przebywa pewna drogg w czasie 2,5 go-

dziny. Z jaka szybkoscia powinien jecha¢ motocykl, aby przeby¢ t¢ droge w czasie 1 go-
dziny 1 40 minut?

4.60. Wojtek ocenil, ze wartos¢ &k (w ztotych) samochodu, jest odwrotnie proporcjonalna

do jego wieku x (w latach). Zapisz t¢ zaleznos¢, wiedzac Ze po dwoch latach samochod
ma warto$¢ rowna 30 000 zt.

a) Oblicz ceng samochodu po 6 latach.
b) Jaki wiek ma samochod, jezeli kosztuje 3000 zt?

4.61. Pole wielokata przedstawionego na ponizszym rysunku jest rowne 100.

a) b) C ¢)
D C | D——XC
xj x| x
L] . IC L]
o ) D\ JEN—-
fe—y2 | | Y

Napisz wzér wyrazajacy zalezno$¢ migdzy dlugoscia odcinka y w zaleznosci od diugo-
sci odcinka x.

VA
Ve
4.62. Na rysunku obok hiperbola jest wykresem + 4l X L L XT %
funkcji f okreSlonej wzorem f(x)= 2 Naszkicuj ?, o N
wykres: ¥ ; ~ it =
a) funkcji A, takiej ze h(x)= f(x—2), w2 o|/i2 4%
b) funkeji g, takiej ze g(x)= f(~x), ONA
¢) funkcji k, takiej ze k(x)= f(x+1)-2. TR b
4.63. Wartos¢ sprzedazy P pewnego produktu zalezy od uplywu ¢ dni od wprowadzenia

go na rynek i okreslona jest wzorem P(¢)= %—8 , gdzie te N™.

a) Oblicz, ile produktéw sprzedano w dniu wprowadzenia go na rynek.
b) Ktorego dnia po wprowadzeniu na rynek produkt przestat si¢ sprzedawac?

Funkcja wykiadnicza

4.64. Do wykresu funkcji wyktadniczej okre§lonej wzorem y=a”, nalezy punkt P.
Oblicz a, gdy:

8 4
= = = _ d = =-2.—.
2) P=(1,6), b) P=(2,9), & P (3,125), ) P ( 2,9)
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4.65. Organizmy jednokomoérkowe rozmnazaja si¢ przez podziat komorki (z jednej ko-
morki macierzystej w wyniku podzialu powstaja dwie komoérki potomne). Jezeli w chwili
poczatkowej (¢ =0 ) istnieje m organizméw jednokomérkowych, to w nastgpnych chwi-
lach ¢ (¢ > 0) liczbe organizméw y mozna obliczyé, korzystajac z wzoru y=m-2'.

a) Obserwowana populacja bakterii liczaca 10 organizméw podwaja swoja liczebnosé
co 20 minut. Oblicz, ile bakterii bedzie liczyta ta populacja po uplywie jednej godzi-
ny, a ile po uplywie jednej doby.

b) Obserwowana uprawa drozdzy o objetoéci 2cm® podwaja swoja objeto$é co 30 mi-
nut. Oblicz objetos¢ uprawy drozdzy po uplywie jednej godziny oraz po uptywie jed-
nej doby.

| y A |
4.66. Na rysunku ObOk przedstawionyjest wykres funk— ’ \ ; T

cji wykladniczej f; ktérej wzér ma postaé f(x)=a". T

a) Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i podaj war- )
to$¢ a. | L

b) Uporzadkuj rosnaco liczby f(¥2), f(-1), f(1). y=if () s N

+»

R
j4 8

N

¢) Naszkicuj wykres funkcji g okreslonej wzorem R A A At =
L2 o] 1
g(x)=f(x)-2. R F S S S S R R

4.67. Naszkicuj wykies funkcji okre$lonej wzorem:
3, gdy x20

a) y=3"72, b) y=-3", ¢) y=2"+2, d) f(x)={ _ _ .
37%, gdy x<0

4.68. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji f

okreslonej wzorem f(x)=2" . Napisz wzor funkcji, ktora jest - A

obrazem funkcji f w pewnym przeksztalceniu, a jej wykres RN

3

przedstawiono na rysunku: o0t v 2 4

y A
Vo Dy T A

Jrj,
1 4
| et
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f

P
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o
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Zadania zamknigte
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidtowq.)

1. Funkcja f jest okreslona za pomoca tabelki.
Zbiér wartosci tej funkcji ma:
A) dwa clementy, B) trzy elementy,
C) cztery elementy, D) sze$¢ elementow.

A
2. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji f. - d P
Dziedzing funkcji f jest zbior: e Bt
A) Dy =(-3.2), B) D, =(-1;3), ERARE
C) D,={-3,-2,-1,1,2}, D) D,={-1,0,2,3}. ERENBEE

3. Wykresem funkcji zmiennej x jest figura przedstawiona na rysunku:
A) C) D)

.............................

i -M—r/
=Y
+
e

4. Kazdej z liczb: 10, 11, 12, 13 jest przyporzadkowana reszta z dzielenia tej liczby
przez 3. Sytuacja ta przedstawiona jest na grafie:

A) B) C) D)

13 13 13 13
12 :ﬁ 124N ¥ 124N ¥ 12
1z oA 4 oA A

Lo ISAER IINOAR N OA

5. Wykres funkcji f sklada sie z punktow K, L, M, N, takich ze K =(-4,0), L=(-2,1),
M =(0,-4), N=(2,0). Wynika z tego, ze funkcja f ma: |
A) jedno miejsce zerowe, B) dwa miejsca zerowe,
C) trzy miejsca zerowe, D) cztery miejsca zerowe.
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6. Funkcja fprzyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej x nalezacej do przedziatu (~1;3)

liczbe y mniejsza o 1 od liczby x. Wykres y = f(x) przedstawiony jest na rysunku:

=Y

IV B, ") D)

o bl y T yA

-k ; i i / -1 ; o d Y

AN r 1 SR R
A0 T 1
> % ol T3y T
L 3 : x A e 40l 1 4
H b .._“.K_;_w‘_ {

7. Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji f okreslonej wzorem:

A) F(x)= 4 x+2 x=2 x+2

x — —_— —
’ B) f(x)_x2_4s C) f(x)_x2+49 D) f(x)_x2+4'

2 —_
x—
8. Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x)= {x ~% gdy xs3
Wynika z tego, Ze funkcja f:

A) nie ma miejsc zerowych, B) ma jedno miegjsce zerowe,
C) ma dwa miejsca zerowe, D) ma trzy miejsca zerowe.

2—x, gdy x>0

9. Lamana ABCD, gdzie A=(-20,20), B=(20,-20), C=(40,20), D=(60,-20
jest wykresem funkcji £ Wynika z tego, ze funkcja f:
A) nie ma miejsc zerowych, B) ma jedno miejsce zerowe,
C) ma dwa miejsca zerowe, D) ma trzy miejsca zerowe.

10. Na rysunku obok przedstawiony jest fragment J’A EREDYRVIII
wykresu funkeji f, ktora kazdej liczbie natural- EENRaLJEN

),

'L_4 | % S N
nej przyporzadkowuje jej resztg z dzielenia 3 |
przez 5. Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior: i . ; e
A) {0,1,2,3,4},  B) (0;4), -
) { } ) {0;4) DEEREE 5T
C) (0:4). D) N. S o
YA |
11. Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja A jest M v 2 hx) 5
rosngca (rysunek obok), to: N N
A) (~2;2), B) (-2;3), f
) (-22) ) (-2:3) S
) (L 1), D) (1;3). 5 m
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12. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres YA y=f®)
funkcji /. Funkcja f jest rosnaca w zbiorze: *?7 ¢ j
A) (0;2)u(6;8), B) (2;6), gof 1 — ) .
ol 12 | 4
O (0:2), D) (2;6). Ll N
P P |
13. Na rysunku obok przedstawione sa wykre- A d}'Og!a [m] L
sy, na ktérych zilustrowano przebieg biegu 19 REREED /7 -~ Adam
na 100 metréw czterech uczniow: Adama, IR/ & 8N gogc;an
Bogdana, Czestawa i Damiana. Wynika z te- gt ;/«f—} 5 A S N Dzes-aw
i 7 Y amian
. - - . . . . 4 4 —— f___m,i‘,‘m__i.-__‘.‘r_-“h o
go, ze najszybciej pobiegt: I /. //; S
i i
A) Adam, B) Bogdan, 1 %/ oo
C) Czestaw, D) Damian. 0 2 4 6 8 101214 16 18 >czas [s]

rozpadu promieniotworczego czterech réoznych

14. Na rysunku obok przedstawione sg krzywe %nasa [mg]
100N

pierwiastkOw promieniotwérczych A, B, C, D.

Wynika z tego, Ze najkroétszy okres polowiczne-
go rozpadu ma pierwiastek:

A) A, B) B,

O) C, D) D. 0
15. Na rysunku 1° przedsta- 1° - =/ (x)
wiony jest wykres funkcji f. 1 A \7
Na rysunku 2° przedstawio- /Tl_ﬁn
ny jest wykres funkcji R e o
okreslonej wzorem: AN T N

A) y=f(x)-2, B) y=f(x)+2, O y=[(x-2),

16. Na rysunku 1° przedsta-
wiony jest wykres funkcji f.
Na rysunku 2° przedstawio-

ny jest wykres funkcji

okreslonej wzorem:

1 -
r »
0 | i3 X
D) y=f(x+2).
rzZy
- SRV IS S
o | ;
SR 4t
!
e
2+
’f :r |
' ; + —
44 210 1 X
{;k SN giuu‘L.L.{I’wuu.gw___. ,.w‘.u_?“.

A) y=f(x-2)-1, B) y=f(x+2)+1, C) y=f(x+2)-1, D) y=f(x—-2)+1.
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17. Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x)=3x+2. Jej wykresem jest prosta rownolegla
do wykresu funkcji 4 okreslonej wzorem:
A) h(x)=-3x-2, B) h(x)=3x-2, ©C) h(x)=2x+3, D) h(x)=2x-3.

18. Miejscem zerowym funkcji liniowej f okreslonej wzorem f (x)=(«/§ )(x—«/f ) jest
liczba:

A) -5, B) V2, C) V3, D) V7.

19. Funkcja liniowa g okre§lona wzorem g(x)=(m+5)x—4 nie ma miejsc zerowych,
gdy liczba m jest rowna:
A) -5, B) 4, C) 4, D) 5.

20. Funkcja liniowa f okreslona wzorem f(x)=(m—1)x—2 jest rosnaca, gdy:
A) m<0, B) m=1, C)m>0, D)ym>1.

21. Funkcja liniowa f okres§lona wzorem f(x)= (m +/3 )x —~/3 jest malejaca, gdy:
A) m<—3, B) m=A/3, C) m>+/3, D) m=0.
22. Na wykresie funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(x)= ——;;x +4 lezg punkty 4 i B,

takie ze 4=(a,4) i B=(6,b). Wynika z tego, ze:
A)a=01b=4, B)a=01b=—4, C)a=01b=2, D) a=01ib=-2.

23. Na rysunku obok przedstawiony jest wy- YA
kres funkcji liniowej f. Wynika z tego, ze funk- SR B F{x)
cja f okreslona jest wzorem: N ~L_ 1
1 A
A) f()=8x+2, B) f(x)=-7x+2, o 1 3 E—x

) f(x)=%x+2, D) f(x)=—4x+2.

24. Punkt przecigcia sie¢ wykreséw funkcji liniowych okre§lonych wzorami y =2x+4
i y=3 lezy w ukladzie wspoirzednych w éwiartce:

A) pierwszej, B) drugie;j, C) trzeciej, D) czwarte;j.
25. W tabelce obok podane s warto$ci pewnej funkcji liniowej f Fireagion 6
dla dwoch argumentéw. Wynika z tego, ze wspotczynnik kierun- : 1

kowy wykresu funkcji f jest rOwny:

1
A) —=, B) -2, o2 D) 2.
2 3 2



76 4. Funkcje

26. Funkcja liniowa okre$lona wzorem y=-2x+8 przyjmuje wartosci ujemne, gdy:
A) x>4, B) x<4, C) x>-4, D) x<—4.

27. Funkcja liniowa okre$lona wzorem y=ax+b liczbom przeciwnym —5 i 5 przypo-
rzadkowuje t¢ samg wartos¢ rowna 3. Wynika z tego, Ze:
A)a>015>0, B) a<01ib<0, C) a=01b=3, D) a=01b<0.

28. Liczbami przeciwnymi sa migjsca zerowe funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem:
A) f(x)=x*-4x+4, B) f(x)=x"—-4x,
C) f(x)=x*+4, D) f(x)=x"—-4.

29. Suma odlegtoéci od osi uktadu wspotrzednych wierzcholka paraboli, bedacej wykre-
sem funkcji f okreslonej wzorem f(x)=(x—2)" +3, jest rowna: |
A) 1, B) 2, C) 3, D) 5.

30. Osia symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j fokreslonej wzorem f(x)=-2x"+20x+5
jest prosta o rGwnaniu:

A) y=35, B) x=5, C) y=-5, D) x=-5.

31. Nie przyjmuje wartoéci ujemnych funkcja f okreslona wzorem:
A) f(x)=x*-4, B) f(x)=-x*+4, ©) f(x)=—x"-4, D) f(x)=x*+4.

32. Funkcja f okre§lona wzorem f(x)=x’+6x+10 nie przyjmuje wartosci rownej:
A) 0, B) 1, O 2, D) 3.

33. Liczba punktéw wspélnych wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x)= x*—4x+4
z osiami uktadu wspélrzednych jest rowna:
A) 0, B) 1, 0 2, D) 3.

34. Funkcja kwadratowa, ktéra jest malejaca w przedziale (—eo; 2) okreslona jest wzorem:
A) f(x)=2(x-3Y, B) f(x)=3(x-2),
C) f(x)=2(x+3y, D) f(x)=3(x+2).

35. Zbiorem warto$ci funkcji f okreslonej wzorem f(x)=x —6x +¢ jest przedziat (0; + o),
gdy wspolczynnik ¢ jest rowny: :
A) 0, B) 4, C) 6, D) 9.
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36. Funkcja kwadratowa f okreSlona wzorem f(x)=-2(x—1)(x+1) przyjmuje wartosci
nieyjemne, gdy:

A) xe (—o0;—1)U(l; +o0), B) x€ (—e0; —1)U(l; +0),
O) xe (-1;1), D) xe (-1;1).

37. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby —100 1 300. Wynika z tego, ze
rOwnanie osi symetrii wykresu tej funkcji ma postac:

A) x=-100, B) x=100, C) y=-100, D) y=100.

38. Wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x)= x* —625 ma jeden punkt wspélny z pro-
sta 0 rGwnaniu :

A) y=25x, B) y=625, C) y=-25x, D) y=-625.
39. Wielkosci zmienne a i b przedstawione w tabeli obok sa wprost | a 12 | 21
proporcjonalne. Po uzupelnieniu tabela ma postac: b3 4
A) B) 8 D)
a|l-6|12|21| lal-12{12]21 a|-9|12]21 al|-9|12|21

b| 343 |b|-3[|4|7 b|-3|4|7 b -3]4]3

40. Wielko$ci zmienne a i b rozne od zera sa odwrotnie proporcjonalne, gdy spelniaja
warunek:

A) a+b=4, B) a—b=4, C) ab=4, D)%=4'.
41. Wielkosci zmienne a i b przedstawione w tabeli obok sa odwrot- | a- 416
nie proporcjonalne. Po uzupehieniu tabela ma postac: b|-12| 9
A) B) ) D)
al-2]4]6 al-3[4|6 al-4|4]6 al 346
b|-12{ 94| [B|-12/9|6]| |b|-12/9|8]| |b|-12/9|-6

42. Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi nie sa wielkosci okreslajace:
A) liczbe robotnikéw kopiacych réw i czas potrzebny na jego wykopanie,
B) $rednia szybko$¢ samochodu na pewnej trasie i czas potrzebny na przejechanie te)
trasy,
C) cene bulki i liczbg bulek, ktéra mozna kupi¢ za 10 zlotych,
D) odleglos$é na mapie i odpowiadajace jej odleglos¢ w terenie.
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43. Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi sa wielkoéci x 1 y okreslone zaleZznoscia:
3 4 2 x 2x _3y T_y

A) —=—, B =—, C) —=—, :
)x y )\/5+1 y )7 2 x 5

D)

44. Wielko$ciami wprost proporcjonalnymi sg wielkosci x i y okre$§lone zaleznoscia:

x 8 4x 3 7 2 5 v
A) —=—, By —=—, C) —=—, D) —=-C.
)2y )15 8y )yx )x 15
yA
45. Wspétczynnik proporcjonalnosci wielkosci x i y, ktorych 6 /+
zaleznoé¢ przedstawiona jest na wykresie funkcji obok, al , |
jest rowny: |
A) 1, B) 2, C) 3, D) 4. +f e
ol 123 45
iyA §
46. Wspoélczynnik proporcjonalnoéci wielkosci x i y, ktoérych 70 ‘ odod
zalezno$é przedstawiona jest na wykresie funkcji obok, | A | ’
jest réwny: AN
A) 6, B) 10, C) 60, D) 600. 30 N
_ 20Nt
0 10 20 30 40 50 60 0%
f [ [
47. Zbiorem warto$ci funkcji f okre§lonej wzorem f(x)= 4 jest zbior:
x
A) R, B) R\ {4}, C) R\{-4}, D) R\{0}.

48. Wykres funkcji f okre§lonej wzorem f (x)=E nie ma punktéw wspélnych z prosta
o réwnaniu: *
A) y=6, B) y=x, C) y=6x, D) y=—6x.

49. Wykres funkcji f okreslonej wzorem f (x)=;2 ma jeden punkt wspolny z prosta
o rownaniu: *
A) y=-2, B) y=—x, O y=-2x, D) y=2x.

50. Funkcja f okre§lona jest wzorem f (x)=—2—. Liczba punktéw lezacych na wykresie
x

funkcji £, ktérych obie wspolrzedne sa liczbami catkowitymi jest rowna:
A) 1, B) 2, C) 3, D) 4.
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51. Funkcja wyktadnicza okre§lona wzorem y=100" nie przyjmuje wartosci rownej:
A) -10, B) 1, C) 10, D) 1000.

52. Prosta o rownaniu y =81 przecina wykres funkcji okre$lonej wzorem y =3* w punk-
cie, ktorego odcigta x jest rowna:
A) 1, B) 2, C) 3, D) 4.

53. Funkcja wykladnicza f jest malejaca, gdy okreslona jest wzorem:
1 —x X -X X
V=53] BT, Of@=27 D) s@=s

54. Do wykresu funkcji okre$lonej wzorem y=16" nie nalezy punkt o wspotrzednych:

11 1
A , B)|——.— |, O (=4, D) (2,64).
) O.1) ) (-33) )(5+4) ) (2,64)
L
55. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji ‘ 4“44
wykladniczej f. Wynika z tego, ze funkcja f okreslona il
jest wzorem: \\ 3
x 1Y *
A) f(x)=2 s B) f(x)= A s 2 T
2 = £Lx) x
Sy
. 1Y P
O f=4, D) f(x)=(z) - I
>
2ol b

56. Obserwowana populacja bakterii liczaca 100 organizméw zwigksza dziesigciokrotnie
swoja liczebno$¢ co godzing. Obserwacje rozpoczeto o godzinie 8% rano. Populacja bak-
terii bedzie liczyla milion organizméw o godzinie:

A) 10%, B) 11%, C) 12%, D) 13%,
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Odpowiedzi i wskazowki

4.1. a) Funkcja b, b) tak, rowne sa funkcje g i k, ¢) najdluzsza trasg przejechal turysta B, a najkrotsza
turysta C, d) nie, wszystkie funkcje nie s3 monotoniczne, e) zbiory wartosci funkcji £, g i £ maja po
5 elementéw, a funkcja £ ma 3 elementy.

(n-3)n
2

4.2. a) d(n)= , gdzie n to liczba bokow wielokata i ne {3,4,...}, d(n) to liczba przekatnych

wielokatai d(n)e {0,2,5,9,14,..}, b) przyporzadkowanie nie jest funkcja, ¢) P(a)=a’, gdzie a to
dhugosé boku kwadratu i ae R™, P(a) to pole kwadratu i P{a)e R, d) S(n)=180°(n-2), gdzie
ne{3,4,..} isuma S(n)e {180°,360°,540°,..}, e) f(x)=2x*, gdzie xe R i f(x)e R* L{0},

f) g(n)=-n, gdzie ne N* i g(n)e C".

43. ) x, =0, x,=6, b) x1=—~;-.

44. a) f(D=0, f(2)=1, f(24)=7, f£(100)=8, b)np. a=9 i b=25. Wskazéwka. a) 100=22.5%,
dzielnikami liczby 100 beda liczby 2, 4 1 5, 25 oraz ich iloczyny 10, 20, 50, b) wystarczy zauwazy¢, Ze
f(x)=2, gdy liczba x jest kwadratem liczby pierwsze;.

45. 8) D, = (—o;—2)U (2% +), b) D,=R, ¢ D,={0}, d) D, =(-3%3), ¢ D, = R\{l},

f) D, = (—oo;-3)U(1;8). Wskazéwka a) x*~4>0, b) [{+1£0, ¢ —x201i x20, d) 3-x20
i3+x>0, € x—120, f) x*+2x-320 i 8-x20.

4.6. Nie, bo funkcje /i g maja rézne dziedziny: D, =(2;+), D, =(—o0;1) U(2; +00).

4.7. a) D, =(-6;6), Y,=(-22), b) x;=-5, x,=0, x; =4, c) funkcja fjest rosnaca w kazdym

z przedziatéow {—6;—4),(2;5), funkcja fjest malejaca w przedziale (—2;2), funkcja fjest stata w kazdym
z przedzialow (—4;-2),(5;6), d) v, =2, Vaux =2.

4.8. a) xe(-4,-1D)uU1;3), b) x;=—4, x,=-1, x;=1, ¢) xe(-5-4)u(-11),

d) xe (-5 -4)u{-L1), € xe(-5-3)u(-3;3), f) xe(-5;3).

49. a) (0,v3), b) (0,2), © (0,-2), d) (0,3), ¢ (0,1).

4.10. a) x,=-2, x,=4, b) xe(-5;7), ¢) xe(-2;3), d) xe(-3;-2)u{4}.

4.11. 7 4.12. Funkcji spelniajacych zadane Y4

warunki jest wiele, wszystko zalezy

od tego, jakimi liniami polaczy sig
punkty o wspétrzednych (0,0)
i (5,6) oraz (6,6) i (10,0).

4.13. a)6cm, b) 12N, ¢) o 3 niutony.
4.14. a) W latach 1910-1921 oraz w latach 1938-1946, b) w latach 1931-1938 (§rednio o 0,9 mln rocznie).

4.15. Wskazowka. ¢) Jezeli xe{—2;0),to f(x)20 i g(x)<0, wigc f(x) g(x)<0.



4. Funkcje 81

4.17. a) D, =(8;14), ¥, =(0;3), b) D, =(-22;16), ¥, =(0;3), ©) D, =(-2;4), ¥, =(-30;-27),
d) D, =(-2;4), ¥, =(70;73), e) D,=(~2;4), ¥, =(=3;0), © D,=(-42), ¥, =(0;3).
4.18. A-2°, B-3°, C—1°, D-6° E—5° F—4°

4.19. a) g= —% , poniewaz a <0, wiec wykres funkcji ftworzy z osia x kat rozwarty, b) f(x)= --;-x.
Wskazowka. ¢) Punkt 4 nalezy, a punkt B nie nalezy do wykresu funkcji.

4.20. a) 60°, b)45°, €)30°. Wskazéwka. Wspdlczynnik kierunkowy a=tga . a) tga =3,

b) tga =1, ¢) tga=?.

4.21. a) y=x+4, b) y=—2x+6, ¢) y=—4. Wskazowka. a) a=1g45° 1 miejscem zerowym funkc;ji
jest liczba —4, czyli 0=—4+5, b) a=-2 1 miejscem zerowym funkgc;ji jest liczba 3.

4.22. a) y=+3x-6, b) y=—2x+4, ¢) y=—4x+3, d) y=x+5++5.

Wskazowka. ) a=1g60° i 0=+/3-24/3+b, b) do wykresu funkcji nalezq punkty o wspoéirzednych (0, 4)
4

i(2,0),wiec y—0= 0

g(x—Z), ¢) a=—4 i y—T=—4(x+1), d) y-fzj%“%(ﬁs).

4.23. a) y=-2x+3, b) x, =~;— » € y==2x+32. Wskazowka. a) Wykres funkc)i f przechodzi np. przez
punkty o wspdtrzednych (0,3) i (2,-1), ¢) 0=-2-16+b,skad b=32.

4.24. a) g(x)=%x—l, b) g(x)=%x+%, c) g(x)=%x+3,

a) g(x)=§x—1, ) g(x)=—§x, ng(x)=—§x.

4.25. a=—-6. Wskazowka. Wykresy funkcji fi g przecina-
ja si¢ w punkcie o wspotrzednych (1,—2).

4,26, a+b<0. Wskazowka. Z warunku zadania funkcji f jest malejaca, wigc a<0. /y— A y=s@x)
Miejsce zerowe jest liczba ujemna, wigc b < 0. Na przyklad wykres funkcji f .
(rysunek obok). xo\ 0 x
b

. . . b, 2 b 2

4.27. ab=-6. Wskuzowka. 0=3x+b 1 0=ax—-2,skad x=—— i x=—, zatem ——=—.
3 a 3 a

4.28. a) k>3, b) k<%, ) k=—§. Wskazowka. a) —2k+6<0, b) 3—2’('4+3 >0, ¢) 3k+2 =0.

4.29. a) m>2‘—, b) m<—l.
3 2

4.30. a) y=30+0,0002¢, gdzie ¢ to temperatura w stopniach Celsjusza, b) 30,004 m, c¢) 50°C.

4.31. a) K(x)=20000+90x, b) co najmniej 334 sztuki, ¢) co najmniej 359 sztuk.

Wskazéwka. by 20 000+90x <150x , skad x>333-§-, ¢) 150x - (20 000 +9x)>1500 , skad x>358%.
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4.32. a) f(r)=50¢, gdzie t€ (0,4), b) 125km, ¢) 2-§—h.

Y4 434, 8) f(x)=(x+> 2y (-2
4.33. a) y‘} b) L - / = ) 4’ r— 4’ ’
; ‘/ b) f(x)“{x_E) +Zs Yf—(_°°92>s

|
|
I
]
’1/ | 1Y 1 1
el . » | c) f(X):—(x—E) +—, Yfz(—oo;—>,
|
|
|
|

Jo2 d) f(x)=—V2+1) +4V2, ¥, =(-o;442),
o €) f(xX)=(x=3, ¥, =(0;+00),
_ 1V 3 (3
) f(x)—{x—a) e
2, 8 10

435. a) x;=-1, x, =5, b) xe(—o0;—1)U(5;+o0), ¢) W =(2,6), d) f(x)=—§x +§x+—3~.
436. a) f(x)z%(x+2)(x—4), b) f(x)=%(x—1)2—%. o a) f(x)=a(c+2)x—4)
i f(0)=-4, skad a=%. 4.37. a) x;=-5, x,=-1, b) f(x)=—(x+3)"+4, ¢) x=-3.

4.38. a) f(x)=x"-8x+7, b) W=(4,-9), ¢) x=4.

4.39. a) f(x)=—(x+1) +3,
b) x,=—v3 -1, x, =431,

4.40. a) g(x)=f(x-6), f(x)=g(x+6),
b) g(x)=/(x)-4, f(x)=g(x)+4, ©) glx)=-1(x), f(x)=-g(x),

|
|
\ |
¢ _ i = o
yl\ ; %,:g().c) || d) g(x)=f(-x), f(x)=g(-x).
3 AL D) [ =S O=1 S = F@=3, B S = (D=1,
ety : Sux =f)=1, ¢ S =F0)=2, Suae = f3)=11.
g | 4.42. a) m<6§, b) x2=25.
443, a) me(-2;2), by m=1. " o i: a) A<O, b) %’9:1.
a
4.44. y=x+2. - Punkty 4 i B naleza do wykresu funkcji kwadratowej, skad 4 = (4, 6)
i B=(-2,0).
3 2 3
4.45. fMA.X:Z' : Lo XW'—_EZI, f(l):Z
—4
446 fuw=5. . m=T0=2, f(2)=5.
4.47. Liczby 151 15. - Skladnikami sumy S sa liczby x i 30— x, wigc S(x)=x*+(30-x),

czyli S(x)=2x>—60x+900, gdzie xe (0;30). S(x) Jest funkcja kwadratowa o dodatnim wspotczynniku
przy x°, wigc najmniejsza wartosé funkcja ma dla odcigtej wierzchotka W paraboli (x, =15).

4.48. Liczby 60160. .~ . . Sktadnikami sumy S sg liczby x i 120~ x, wigc S(x)=x(120—-x), czyli
S(x)=—x*+120x , gdzie xe (0;120). S(x) jest funkcja kwadratowa o ujemnym wspélczynniku przy x?,
wige najwigksza wartos¢ funkcja osiaga dla odcietej wierzchotka W paraboli ( x; = 60 ).
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4.49. W piatej godzinie (n=5) sprzedano 20 kg. Wskazowka. n= —-21—;— , gdzie b=81ia= —-‘51 ,
f(5)=20kg. Patrz wskazéwka do zadania 4.43.

4.50. a) 10s, b)po 5 sekundach h,,,, =h(5)=100 . Wskazowka. Patrz wskazéwka do zadania 4.48.
4.51. Cena 10. Wskazowka. Patrz wskazoéwka do zadania 4.48.

4.52. 30 zt. Wskazowka. U(x)=(40—x)20+ x), gdzie U(x) to miesigczny utarg ksiggarni po obnizce
ceny ksiazki o x zlotych, skad U, =U(10). Patrz wskazdwka do zadania 4.48.

4.53. a) f(1)=41, f(40)=1601, b)tak, gdy n=23.

4.55. a) Jezeli k=3, to y=i, b) jezeli k=-2,to y=———4- lub jezeli k=2, to y=i.
x x x

Wskazowka. a) %—-2k=1-(1+k), skad k=3. Poniewaz xy=a , wigc %-2'3=a, b) 71(--8=2k, skad
k=-2 lub k=2.
456. 3) y=6x, xe (1), ye (0:6), B) y=>, xe{1,2,3,6}, ye{L2,3,6}, c)y=';'x,

x

X€ {—49-29234}, ye{_za_l,1,2}9 d) y=—4—9 X€E (—00;0), ye (—00;0), e) y='3—: X€E (0’+°°)’
X X

yeO;+), B y=2, xe R\[0}, ye R\{0}.
X

4.57. 70 dni. Wskazowka. 14-15=3x, gdzie x to liczba dni.

4.58. 20 dni. Wskazowka. 21-240=252x , gdzie x to liczba dni.

4.59. 60—1%[1—. Wskazowka. 40-2,5= l—z—x , gdzie x to szybko$¢ motocykla.

4.60. k(x)=M. a) 10000 zt, b)20lat. Wskazowka. kx=a , gdzie a to cena zakupu samochodu
X
i 2-30000=a. 46t 3 =222, By p=22, g y=22
x x
4.62. a) h(X)’-:—i-—, b) g(x):—ﬁ, c) k(X)=—€——2 .
x—2 x x+1

R H . L i oy 1 . ) '
R AEE RTTSIRPE LT ETERLE iy PRI RN NI SR A

4.63. a) 192 produkty, b)48 dnia. Wskazéwka. a) Obliczamy P(1), b) rozwigzujemy réwnanie P(t)=0,
stad £ =49 . W 49. dniu bylo 0 sprzedanych produktéw, wiec ostatnim dniem sprzedazy byt dzien 48.

4.64. a) a=6, b) a=3, ¢) a=%, d) a=%. Wskazowka. b) a*> =9 i a>0, d) a—2=-:-ia>0.
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4.65. a) Po uplywie godziny jest 10-2° organizméw, po uplywie doby 10-27 organizméw, b) po uplywie
godziny 2* cm® organizméw, po uptywie doby 2* cm’.

i
4.66. a) a=—, b) f(V2)< fFD)<f(=D), | 467 9
2 | o YA
e . !
) y AR | ?E:'(i\"%\'é | e
c) :\ ye|l=1 +2 | Jf’_ 3. ig\ . _‘I y%___, x
IAAARRRRE | I A
i ! | ; 1 :
+— » : !
—2 42 Eﬁ 4 . X | é i H
SN Ldpdol
A_____i_____iL_j;—;i::ﬂ;-:—%—_ | H T Y

4.68. a) y=-2", b) y=27", ¢) y=-2"+1, d) y=2"+1.

Odpowiedzi do zadan zamknig¢tych

.[29.] 30. | 31. | 32. | 33. | 34. |35. ] 36. | 37. | 38.| 39.| 40.

.149.| 50. | 51. | 52. | 53. | 54. | 55. | 56.

Wskazéwki do zadan zamknietych

4.10-1,11-52,12-50, 13 >1. 5. Miejscami zerowymi funkcji f'sa liczby —4 1 2.
6. D, ={0,1,2,3}, wiec ¥, ={-1,0,1,2 x—4=0 2-x=0
. f—{ 3 Ly &y },WIQC f_{_ 5 Wy 3y }. 8- xs3 lllb x>0 .

9. Zauwaz, ze wspotrzedne y koncéw odcinkéw AB, BC, CD to kolejno liczby na przemian dodatnie i ujem-
ne, wiec kazdy z tych odcinkoéw przecina os§ x.

16. Wykres funkcji na rysunku 2° powstal przez przesunigcie wykresu funkeji f wzdhiz osi x o 2 jednostki
w lewo 1 0 1 jednostkg w gorg wzdluz osi y.

19. m+5=0. 20. m-1>0,skad m>1. 21. m++/3<0,skad m<—3.
2 -lova=ai-Lgiazp. 23, y-0=2"C(x—3). 25, g=127

3 3 0-8 6+6
26. —2x+8<0. 27. Funkcja jest stala i okreslona wzorem y=3.

29, 2+3, gdzie 2 to odleglos¢ od osi y i 3 to odlegto$é od osi x.

32. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (1;+o0).

33. Funkcja ma | punkt wspélny z osig x i 1 punkt wspolny z osia y.

50. (-2,-1), (-1,-2), (1,2), (2,1). 51. f(x)>0 dla kazdej liczby x. 54. 16> 64 .
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5. Ciagi

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy maturg:

a) wymaczawymzycnaguohaibnegowzommogémm
b) bada, czy dany ciag jest arytthétyczny, czy geometryczny,

..['k' !

¢) stosuje wzory na n-tywym,! sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
i ciagu geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym.

5.1. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu, jezeli ciag okreslony jest wzorem:
2n+2 1

a — 2__3 , b a. = , ¢ =2n+ ,
)a,=n n n ) a, n ) a, >
d) an=2n+3(_l_) . e) an=12+22+...+n2, ) a,=1+3+...+(2n-1).
n

5.2. Ciag (a,) okre$lony jest wzorem a, =3n—7. Oblicz §rednig arytmetyczng wyra-
ZOw:

a)a,, a,, ag, ay, b) q, a,, a;, a,, €) a5, @, G5, Aag-

5.3. Wykresy skoficzonych ciagéw liczbowych (a,) i (b,) przedstawiono na rysunku:

an A
S U TR RO S N GG S b}:‘ o .
H H ! H ! H [ NP S-S SRR S R
O Y . +, . +,§ i oo ( ;
H H H : H i B L 1 S SN SR U BN SUIN S R SR
U SO SE FUN OO BUUF WS Y Z2 N0 S A R S B S

B A oY A N O U O OO T T e
.é...“ .-__..i”.....‘.;_...... .;_.-‘.&...__1:.-_.....:.- 1 i i i ; i ; |
: o b SN S TN S S S S S S
[ IR A SRR A lol 12 416 | | In
Y G A T e A A S R
! : H : H H i : haeee S SR SO +,..' ..
I A s S S S ’ ! ‘ o

a) Podaj dziedzing D, i zbior wartosci ¥, ciagu (e, ) oraz dziedzing D, i zbiér warto-
§ci ¥, ciagu (b,).
b) Okre$l ciagi (a,) i (b,) poprzez wypisanie ich kolejnych wyrazow.

5.4. Narysuj wykres ciggu (a,) okre§lonego wzorem:

a) a, =l,gdy ne N*in<6, b) a,,=n_l i nedl,2,3,4}.
n n+l

¢)a,=n’—4,gdy 1<n<4, d) a, =(-1)" i ne{l,2,3,4,5,6}.
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5.5. Kolejne wyrazy ciagu (e,) wyznacza sig, stosujac pewna regule. Okryj te ?gulq
i zachowujac ja, okresl wzorem n-ty wyraz ciagu (a,) o poczatkowych wyrazach:

1,4, 4, L 1 ) 1,40 =) =y s
3579 4 9 16 25
)4,7,10,13,16, ..., d)1,v2,+3,2,5,...
5.6. Wymacz a,,,, a,,, a,,,wiedzac ze ciag (a,) jest okre§lony wzorem:
a) a =113 b) a, =(n-1)n+2), ¢ a,=2"", d) g, =——.
2 n+1
5.7. Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a,) okreslonego wzorem:
a) a, =4n’, b) a,=4-n", ¢) a,=2+ L , @ an=”_4.
n+1 n+4

5.8. Oblicz piaty wyraz ciagu (a, ), ktorego suma n poczatkowych wyrazéw S, okreslo-
na jest wzorem:

a) S, =n(2n+1), b) S, =—}‘:n2(n+1)2, 0) S, =3(2"-1).

5.9. Napisz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,), ktérego suma n poczatkowych wyrazow
okreslona jest wzorem:
n(3n+5)

¢) S, =2n"-n.
2

a) S, =-§-n(3n+1), b) S, =
5.10. Oblicz, ile wyrazé6w ujemnych ma ciag (e,) okreSlony wzorem:
a) a, =n°-9n+14, b) a,=n’-5n-6, ¢) a,=n*-2n-24.

5.11. Oblicz, ile wyrazéw dodatnich ma ciag (a,) okreSlony wzorem:
a) an=—n2+9n, b) a, =—2(n—4Xn-8).

5.12. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, =1+i .
n

a) Ktoéry wyraz ciagu (a,) jest rtowny 27
b) Podaj wszystkie wyrazy ciagu (a, ), ktore sa liczbami naturalnymi.

5.13. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, =n’ +1, gdzie ne N*.

a) Oblicz wyrazy ciagu (a,) i sporzadz jego wykres, gdy n<5.
b) Ktory z wyrazow ciagu (g, ) jest rowny 507

5.14. Wykaz, ze ciag (a,) okreslony wzorem a, =(—1)" + (—1)™, jest staty.
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Ciag arytmetyczny
5.15. Sprawdz, czy ciag (a,) jest arytmetyczny, gdy jego kolejnymi wyrazami sa liczby:
a) 3,7,11, 15,19, b) 8,5,2,-1,-5, ¢) 7,7,7,7.

5.16. Sprawdz, czy ciag (a,) okreSlony podanym wzorem jest arytmetyczny. Jeli tak, to
okresl jego monotonicznosc, gdy:

a) a,=4n-1, b) a,=—2n+8, ¢) a,=-5, d) a, =3-2n".
5.17. Na rysunku obok przedstawiono wykres, na ktérym a"A oo
zaznaczono pi¢¢ poczatkowych wyrazow nieskonczonego 2 7 i g I
ciagu arytmetycznego (a, ). i T I
a) Podaj pierwszy wyraz tego ciagu. INU ? i; LAln

b) Wyznacz roznicg tego ciagu. ¢) Napisz wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

5.18. Wiedzac Ze ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym, napisz wzor na n-ty wyraz tego

ciagu, gdy:
a) b =21ir=3, b) b,=5ib,=1, ¢) b=+3 ib,=33.

5.19. Oblicz wyraz pierwszy i roznicg r ciagu arytmetycznego (a, ), gdy:

a) a;=5 1 az=-1, b) as=2 1 a,, =97,
C) a5, =38 1 a,, =83, d) a,+a;=8 i a;+a, =17,
e) a,—a;=8 i a,-a,=75, f) a,:a,=-1 1 a,-a3=-1.

5.20. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz wyraz:
a) dziewiaty, gdy a, =61 a; =11, b) jedenasty, gdy a; =-51 a3 =5,
¢) szosty, gdy a, =111 a;,=7.

5.21. Oblicz, ile jest liczb naturalnych:
a) podzielnych przez 6 i nalezacych do przedzialu (7;126),
b) czterocyfrowych,
¢) dwucyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 7 daja reszte 3,
d) mniejszych od 243, ktore przy dzieleniu przez 5 daja reszte 3.

5.22. Wyznacz dla ciggu arytmetycznego (a,):
a) liczbg n wyrazow, gdy S, =204, r=6, a,=49,

b) roznicg r, gdy S, =518, a,=50, n=14,
¢) sumg as+ag+...+a,, ,gdy a,=5n-3.
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5.23. Napisz wzor na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a, ) i oblicz pigtnasty wyraz tego
ciagu, gdy kolejnymi wyrazami ciagu sa liczby naturalne, ktore:
a) przy dzieleniu przez 5 daja resztg 2, b) przy dzieleniu przez 7 daja resztg 3.

5.24. Oblicz x, wiedzac Ze kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego sg liczby:

a) V2, x, V2+4, b) x, 2x+1, 3, ¢ 2, x-3, 8,
2x-5 3x—8
d) x2  x=2, x4 , ¢ 2, x*+3, x+10.

5.25. Liczby log,50,m, log, % (w podanej kolejnosci) sa trzema poczatkowymi wyra-

zami ciagu arytmetycznego (a, ). Oblicz wartos¢ m.

5.26. Miedzy liczby 1 i 49 wstaw siedem takich liczb, by tacznie z danymi tworzyly ciag
arytmetyczny (a, ).

5.27. Na wiosne Kasia postanowila biega¢ dla zdrowia. Zacze¢ta 2 maja biegajac przez
15 minut dziennie. Jesli kazdego dnia biegata o 2 minuty dtuzej niz poprzedniego, to ktore-
go dnia bieg trwat 45 minut.

5.28. Ciotka Eufemia urodzila si¢ 29 lutego 1956 roku, ktory byl rokiem przestgpnym.
Oblicz, ile razy bedzie obchodzita swoje urodziny, doktadnie dnia 29 lutego, az do roku 2012
wlacznie.

5.29. Oblicz sume 1+3+5+7+...+201.

5.30. Oblicz sume liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 11 daja
reszte 7.

5.31. Oblicz wyrazy a5 i a,,; ciagu arytmetycznego (a,), w ktérym suma n poczatko-
wych jego wyrazoéw okreslona jest wzorem S, = 3n® +5n.

5.32. Jurek kazdy swdj letni urlop spedza na rowerze. W ubieglym roku we Wioszech
w ciagu 10 dni przejechal 645 km, jadac kazdego dnia o 5 km wigcej niz poprzedniego. Ile
kilometrow przejechat pierwszego dnia?

5.33. Suma n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 3 jest rowna
900. Oblicz, ile jest tych liczb.

5.34. Pozyczke w kwocie 8700 zi, zaciagnigta w banku, nalezy splaci¢ w dwunastu ratach,
z ktorych kazda nastepna jest mniejsza od poprzedniej o 50 zt. Oblicz kwotg pierwszej
1 ostatniej raty.
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5.35. Siédmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest rowny 21/, a suma siedmiu poczatko-
wych wyrazoéw tego ciagu jest rowna 105. Oblicz, suma ilu wyrazéw ciagu (a,) jest
rowna 273.

5.36. Miary kolejnych katéw wielokata wypuklego tworza ciag arytmetyczny (a,) o roz-
nicy » =10°. Najmniejszy kat tego wielokata ma miare 100°. Ile bokéw ma ten wielokat?

5.37. Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a, ) okreslona jest wzorem S, =-3n” +6n .
a) Napisz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.
b) Wykaz, Ze ciag (a,) jest arytmetyczny.
¢) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciagu (b, ) utworzonego z wyrazéw o nume-
rach nieparzystych ciagu (a,).

5.38. Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o roznicy » =-3 jest rOwny 30, a ostat-

1
ni wyraz a, stanowi 2 sumy wszystkich poprzednich wyrazow.

a) Wyznacz liczbg wyrazow ciagu (a, ).
b) Podaj ostatni wyraz ciagu (a,).

5.39. Na rysunku ponizej przedstawiono prosta zasade utworzenia z patyczkéw pewnego
ciagu figur.
HH— == = == -
a) lle patyczkoéw potrzeba do utworzenia pigcdziesiatej figury w tym ciagu?
b) Ile poczatkowych figur tego ciagu mozna utozy¢ z 147 patyczkow?

5.40. Grupg stu 0s6b ustawiono w n rzgdow wedtug zasady L.
przedstawionej na rysunku obok. Okazalo sie, Ze w ostatnim o o e’
rzedzie zostaly wolne miejsca. Oblicz, ile bylo tych wolnych el e

miejsc.
3.41. Samochod w cenie 45 000 zl kupiono na raty. Pierwsza rata bylta kwota 3 600 zi,
a kazda nastgpna byla o 150 zt mniejsza od poprzedniej. W ilu ratach sptacano kupno

samochodu?

5.42. Rozwiaz rownanie przyjmujac, ze jego lewa strona jest suma kolejnych wyrazéw
pewnego ciagu arytmetycznego.
2) 6+10+14+...+(4n+2)=20400, gdzie ne N*,
b) \/5+2\[2_+3\/E+...+n\/5=55\/5, gdzie ne N*,
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¢) 7+12+17+...+(5n+2)=3n* -5, gdzie ne N*,
d) 2+5+8+..+x=392,

&) 2x+1)+(2x+4)+(2x+7)+..+(2x+28)=155,
f) 2+4+6+..+100)x =255x* +2295.

5.43. Liczby 2, 7, 12 sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ).
a) Podaj wzor na n-ty wyraz ciagu (a,).
b) Okresl, ktére wyrazy ciagu (a, ) naleza do przedziatu (500; 520).
¢) Suma co najwyzej ilu wyrazoéw ciagu (a, ) jest mniejsza od 1000?

5.44. Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza cigg arytmetyczny. Oblicz dlugosci
tych bokéw, gdy:

a) obwdd trojkata jest rowny 24.
b) dlugo$¢ kazdego nastepnego boku jest wigksza od poprzedniego o 3.

Ciqg geometryczny

5.45. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego oraz iloraz g, gdy:

a) a, =4"", b) (b,,)=—3(§) : ¢) c,=2"-2"*,

5.46. Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskoficzonego ciaggu geome-
trycznego (a, ). Oblicz trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci utamka okresowego.

5.47. Oblicz iloraz g ciagu geometrycznego (a,) i wyznacz wzor na n-ty wyraz tego

ciagu, gdy:
a) a,=21a,=-16, b) a, =6 i a; =54, Q) a,=4ia,=8/2.

5.48. Uzasadnij, Ze ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym, gdy jego wzér na n-ty wyraz
ma postaé: 1
n (_1)H+ 5 f n+l n-1
a) a,=4", b) a, = , c)an=-2—§ , d)a,=4"-4"",

5.49. Uzasadnij, ze ciag (b,) nie jest ciagiem geometrycznym, gdy jego wzor na n-ty
wyraz ma postac:

a) b, =2n+1, Sy Ly ¢) b =2".
n
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5.50. Na wykresie obok zaznaczono dwa punkty nalezace y A
do wykresu nieskoniczonego ciagu geometrycznego (a, ).

- 1O

)

a) Wyznacz ten ciag.

b) Podaj wzor na n-ty wyraz ciagu (a,).

¢) Oblicz sumg szesciu poczatkowych wyrazow ciggu (a, ). 1l

>
| 0 1 n
5.51. Migdzy liczby 256 i1 8 wstaw cztery inne tak, by 1acznie z danymi byly wyrazami

ciagu geometrycznego (a, ).

5.52. Sprawdz, czy liczby 16, 8¥2 i 8 w podanej kolejnosci sa trzema poczatkowymi
wyrazami nieskonczonego ciagu geometrycznego (a, ). Jezeli tak, to:
a) oblicz iloraz g tego ciagu,

b) podaj wzor na n-ty wyraz ciagu (a, ).

5.53. Liczby 3-2v2,10-7+2, 34—242 (w podanej kolejnosci) sa trzecim, czwar-
tym i pigtym wyrazem ciggu geometrycznego (a, ). Oblicz:
a) iloraz g tego ciagu,
b) wyraz pierwszy ciagu,
¢) roznice¢ wyrazow siddmego i piatego.

3.54. Liczby postaci: x—3, 2x, 5x+18 (w podanej kolejnosci) sa si6dmym, 6smym
i dziewigtym wyrazem ciagu geometrycznego (a, ).
a) Oblicz x.
b) Oblicz iloraz g ciagu (a, ) i podaj jego pierwszy wyraz.

5.55. W niemonotonicznym ciagu geometrycznym (a, ) drugim wyrazem ciagu jest liczba
ujemna —60, a czwartym wyrazem jest liczba ujemna —15.

a) Oblicz iloraz g tego ciagu. b) Podaj wz6r na n-ty wyraz ciagu (a,).

3.56. W ciagu geometrycznym (a, ) sibdmy wyraz jest dwa razy wigkszy niz wyraz czwarty.
Wiedzac ze wyrazem pierwszym tego ciagu jest liczba 1, oblicz iloraz g oraz wyrazy:
trzeci, piaty i 6smy.

3.57. Wiasciciel sklepu z odzieza kofcéwek serii pod koniec kazdego tygodnia obniza
ceny towarow. Jesli sukienka w pierwszym tygodniu kosztowata 250 z1, a jej cena byla
obnizana o 0,8 ceny poprzedniego tygodnia, to ile kosztowata na poczatku piatego tygo-
dnia?
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5.58. Oblicz warto§¢ wyrazenia:

a) 1+3+9+...+243, b) 1—3+2—£+2—£, c) 8+4+2+1+...+l,
2 4 8 16 32 8 .
1+3+32+3%+3%+3° +3° 142+2% +...+21
d) e)

1+3+3%+3° +3*+3° 142+22+..+2°

5.59. Pracodawca zatrudniajac pracownika do wykonania pewne) pracy, ktora nalezy wy-
kona¢ w ciagu 10 dni, zaproponowal dwa rodzaje umowy:
Umowa I: Pierwszego dnia pracownik ma otrzymac k-zlotych, a w kazdym nastgpnym
dniu, do placy z dnia poprzedniego pracodawca bgdzie doptacal mu 10% placy z pierw-
szego dnia.
Umowa II: Pierwszego dnia pracownik miatby otrzymaé 2% tego, co pierwszego dnia
w Umowie I, a za kazdy nastepny dzieh dwa razy wigce).
Ktéra z zaproponowanych umow jest korzystniejszy dla pracownika? Odpowiedz uza-
sadnij.

5.60. Cztery liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego rosnacego, w ktorym
suma dwoch skrajnych wyrazow jest rowna 112, a suma Srodkowych wyrazow 48. Wyznacz
te cztery liczby.

5.61. Oblicz, dla jakich warto§ci m i n liczby 3, 2m—1, n+2, sa trzema kolejnymi wyra-
zami ciagu arytmetycznego (a,) i jednocze$nie trzema kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego (b, ).

5.62. Miedzy liczby 3 i x wstawiono taka liczbg y, ze liczby 3 ,y, x byly kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego. Jezeli liczbg y pomniejszymy o 6, to liczby 3, y—6,x
beda wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz liczby x i y.

5.63. Rosnacy ciag arytmetyczny (a,) i rosnacy ciag geometryczny (b, ) maja pierwsze
wyrazy rowne 9. Trzecie wyrazy tych ciagéw sa takze rowne. Drugi wyraz ciagu aryt-
metycznego (a,) jest o 2 wigkszy od drugiego wyrazu ciagu geometrycznego (b, ).
Wyznacz te ciagi.

5.64. Trzy liczby x, y i 12 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego (a, ), natomiast
liczby x, y i 9 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego (b, ). Wyznacz liczby x i y.

5.65. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 21, sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego
(a, ). Jezeli od tych liczb odejmiemy odpowiednio 1, 4, 3, to otrzymane trzy liczby sa kolej-
nymi wyrazami ciggu geometrycznego (&, ). Oblicz wyrazy ciagu arytmetycznego (a, ).
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5.66. Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego (a,). Suma
tych liczb jest réwna 26. Jezeli do tych liczb dodamy odpowiednio 1, 6, 3, to otrzymamy trzy
kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego (b, ). Oblicz wyrazy ciagu geometrycznego (a, ).

5.67. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 93, sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu
geometrycznego (a,). Te same liczby stanowia pierwszy, drugi i sibdmy wyraz ciagu
arytmetycznego (b, ). Oblicz wyrazy ciagu geometrycznego (a, ).

5.68. Drugi, pierwszy i czwarty wyraz ciaggu arytmetycznego (a,) o réznicy r réznej od
zera tworza ciag geometryczny (b, ). Oblicz iloraz ¢ ciagu geometrycznego ®,).

3
5.69. Liczba " jest pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego (b, ), ktoregoiloraz g=-2.
Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a, ) jest taki sam jak pierwszy wyraz ciagu geo-

metrycznego (b, ). Suma siedmiu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) jest rOwna sumie
siedmiu poczatkowych wyrazéw ciagu (b, ). Oblicz réznice » ciagu arytmetycznego ®,).

Zadania zamkniete
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidlowq.)

1. Szosty wyraz ciagu okres$lonego wzorem a, =2" —n+1 jest rowny:
A) 16, B) 27, C) 28, D) 59.

2. Jezeli ciag (a,) jest okre$lony wzorem g, =(—3)" (16 —n? ), gdzie ne N, to czwarty

wyraz tego ciagu jest rowny:
A) -81, B) -27, C)0, D) 81.

3. Trzeci wyraz ciagu (a,) okreslonego wzorem a, =log,(4n—3)+log, 2" jest rowny:
A) 1, B) 2, C)3, D) 5.

4. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =2n— 6. Srednia arytmetyczna wyrazéw a,, a;
1 a4 jest rOwna:

A) 4, B) 5, )75, D) 12.
5. Wykresem ciagu (a,) nie jest wykres przedstawiony na rysunku:
A
A) 4,4 B) b A O 4. D) ";
AN S AR S NSRS W 4l
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o
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6. Ciag (a,) okreslony jest wzorem q, = on—8 , gdzie ne N* i n>1. Jezeli a, =2,
n —
to n jest rowne:
A) 1, B) 2, C) 3, D) 6.

7. Ciag (a,) okresloty jest wzorem a, =n” — 400 . Liczba ujemnych wyrazéw ciagu (a,)
jest rowna;

A) 19, B) 20, O) 21, D) 40.

: 1 : . :
8. W ciagu (a,) okre§lonym wzorem a, = ) n* +8n liczba wyrazé6w nieujemnych jest
réwna:

A) 18, B) 17, C) 16, D) 15.

9. W ciagu okre$lonym wzorem a, =3n —1 liczba wyrazéw mniejszych od 100 jest roOwna:
A) 31, B) 32, C) 33, D) 34.

10. Wyrazami ciagu (@,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 4 daja
reszte 3. Dwudziesty pierwszy wyraz ciagu (a, ) jest rowny:

A) 80, B) 82, C) 83, D) 87.

11. Wyrazami ciagu (a,) sa kolejne liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez 6 daja
resztg 1. Ciag ten jest okreSlony wzorem:

A) a,=6n-6, B) a,=6n-5, C) a, =6n, D) a,=6n+1.

12. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (b,) jest okreslona wzorem S, = n*+2n.
Suma dziesigciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest rowna:

A) 80, B) 100, C) 120, D) 140.

2
13. Jezeli suma 7 poczatkowych wyrazow ciagu (c, ) jest okreslona wzorem S, == +3 :

. . : , n
to trzec1 wyraz tego c1agu jest rowny:

1 1 1
A PR B 3_3 C 4, D 4_.
) ) 3 ) D)4

14. Trzema poczatkowymi wyrazami ciagu (a, ), dla ktérego suma n poczatkowych wy-
razow okreslona jest wzorem S, = 3n?, sq liczby:

A) 0,3,6, B) 3,9,15, C) 3,12,27, D) 9,15, 21.
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15. Wykres rosnacego ciagu (a,) przedstawiono na rysunku:

A) B) ) D)
n A n A | n A "
?“*w, WWWWW b a | ; ! ’ Y N?_”K+; a $+ ek
e - 2 - = . 4
e | I 1L N
; » . i ! Pl ’
-+ ——> - e -
-;:Hl 0] 1 - IR Sm n “f S .u.t..._“:?;m llll
s ‘
o[ | 5 n N ol I 1 57 ol n
BN 3 | HEN A2
. , n+2 .
16. Ciag (a,) okreslony wzorem a, = 5 jest:
n
A) malejacy, B) rosnacy, C) niemalejacy, D) nierosnacy.
17. Ciagiem arytmetycznym (a, ) jest ciag, ktorego kolejnymi wyrazami sa liczby:
A) 31,27, B) log; 5, S, 8, C) 3, 6, 12, D) log, 4, log,2’, 8.
an A
18. Na rysunku obok zaznaczono trzy punkty nalezace do wy- 6
kresu nieskonczonego ciagu arytmetycznego (a,). Wynika =T
Z niego, ze: N
A)a=-21r=2, Byag=-1ir=1, 2
C)a,=0ir=2, D)ag=1ir=2. .
______ o 1 | 3 5 n

19. Jezeli w ciagu arytmetycznym (a,) dwoma poczatkowymi wyrazami sa odpowiednio
liczby —1 16, to do przedziatu (6; 27) naleza:
A) dwa wyrazy, B) trzy wyrazy, C) cztery wyrazy, D) pig¢ wyrazéw.

20. Liczby 2, 6, 10, 14 s kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetycznego (a,, ).
Wyrazem tego ciagu nie jest liczba:

A) 90, B) 150, C) 160, D) 170.

21. Miary katow w trojkacie prostokatnym sg wyrazami ciaggu arytmetycznego. Najmniej-
szy kat tego trojkata ma miare: |

A) 20°, B) 30°, C) 40°, D) 60°.

22. Ciag arytmetyczny (a,) jest okreslony wzorem q, = —3-%-— . Réznica r tego ciagu jest
réwna:

A) % B) 2, ol D) 3.

>
2



9 5. Ciggi

23. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, gdy jest on okreslony wzorem:
n+2

n 2

A) a B) a, =n?, C) a,=n"—n, D) a,=3-2".

24. W ciagu arytmetycznym (a,) drugi wyraz jest rowny 6 a trzeci wyraz jest rowny 10.
Wtedy wzor na n-ty wyraz ma postac:

A)a,=4n+2, B) a,=4n, C)a,=4n-2, D) a,=4n-4.
25. Ciag arytmetyczny (b, ) okre$lony wzorem b, = — jest:
A) malejacy, B) staty, C) rosnacy, . D) ani rosnacy ani malejacy.

26. Jezeli liczby log, 8, x, —1 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, to liczba x
jest rowna: '
A) -2, B) -1, O 1, D) 2.

27. Liczby 3x, x?, x? + 2x sakolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, gdy:
A) x=0lubx=2, B) x=0 lub x=3,
C) x=0 lub x=5, D) x=2 lub x=3.

28. Siddmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny zero. Suma trzynastu wyrazow
tego ciagu ma wartosé:
A) -13, B) 0, C) 6, D) 13.

29. W skonczonym ciagu arytmetycznym pierwszy wyraz jest rtowny 2, ostatni 44, a suma
wszystkich wyrazow jest rowna 345, Liczba wyrazow tego ciagu jest rOwna:

A) 13, B) 15, C) 23, D) 25.

30. Jesli 2+4+6+...+2n=420, to liczba n jest rowna:
A) 40, B) 30, C) 20, D) 10.

31. Cena wymurowania pierwszego metra komina to 540 z. Kazdy nastgpny metr jest
drozszy o 90 zi. Zatem koszt wybudowania komina o wysokosci 20 m jest rowny:

A) 10 800 z1, B) 12 600 zi, C) 27 900 zi, D) 30 100 zt.

32. Suma dziesieciu wyrazéw ciagu arytmetycznego (a, ) okreslonego wzorem a, =2n+3
jest rowna:

A) 140, B) 180, C) 230, D) 280.
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33. Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu ciagu an A

geometrycznego (a,). Drugi wyraz tego ciaggu ma warto$é: sl
A) -2 lub 3, B) -2 lub 2,
C) 21ub 3, D) 2 lub 2-1-. t
2 >
0] | 3 n
34. Wykres ciagu geometrycznego (a,) przedstawiono na rysunku:
A) B) ©) D)
anf an A an A - an A
. 1 - ;
2 ol 1 | 3 » o | »
: > ]
0 3 4 5 ;;;;;;;;;;;;;; N N ] 3 n ] ;ﬂ

35. Jezeli ciag geometryczny (a, ) jest okreslony wzorem a, =—2-(-3)", to jego iloraz ¢
jest réwny:
A) 6, B) 3, O 1, D) -3.

36. Jezeli w ciagu geometrycznym (a, ) pierwszym wyrazem jest liczba 243 i iloraz ¢ =§- ,
to piaty wyraz tego ciagu jest rOwny:
A) 3, B) 9, C) 27, D) 81.

37. Liczby log; 9, 2log, 8, —6log, 27 sakolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego (a, ).
3
Iloraz g tego ciagu jest rowny:

A) -3, B) -1, C) 2, D) 3.
38. Jezeli drugi wyraz ciagu geometrycznego (a, ) jest réowny 1, a trzeci wyraz jest rowny
J3-42 .10 pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny:

A) V3+42, B) 1, C) V3-2, D)M.

5

39. Jezeli Y ciagu geometrycznym (a,) czwarty wyraz jest rowny 1, a szésty wyraz ma
warto$é 2 to pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny:

A) —2 lub 2, B) ~4 lub 4, C) -8 lub 8, D) -10 lub 10.
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40. Jezeli liczby sin 60°, sin45°, x sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego, to
warto$¢ x jest rOwna:
A) sin60°, B) cos60°, C) tg30°, D) tg45°.

41. Trzy liczby x—2, x+2 i 3x -2 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, gdy:
A) x=0 lub x=2, B) x=0 lub x=5,
C) x=0 lub x=6, D) x=2 lub x=6.

42. W ciagu geometrycznym rosnacym pierwszy wyraz jest rtowny —60 . Zatem iloraz g
jestrowny:
1 1
A) -2, B) ——, C) —, D) 2.
) ) 5 ) 5 )
43. Beata wydala wszystkie swoje oszczednosci w ciggu pigeiu dni wakacji. Kazdego dnia
wydawala ona 2 razy wigcej niz dnia poprzedniego. Trzeciego dnia wydata 20 z}. Oszczed-
nosci Beaty, to kwota:

A) 200 =, B) 155 z1, C) 100 z4, D) 75 zt.

44. Jezeli w ciagu geometrycznym o ilorazie g =—1 suma pigciu poczatkowych jego wy-
razow jest rowna J2 ,to pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny:

A) -242, B) -2, C) 2, D) 22.



5. Ciagi 99

Odpowiedzi i wskazowki

51.a) -2,-2,0,4, 10, b)i,l,ﬁ,i,i, c) 21,41,81,16i,32i, d)—l—,z,z,}—,i,
3 9 6 5 2 4 8 16 32 36 9 45
e 1,5, 14,30,55 D 1,4,9,16,25. 5.2. a) 12%, b) %, c) 30%.

53.8) D, ={2,3,4,5,6}, D,=1{,2,3,4,5}, ¥,=1{,2,3,4,5}, ¥,={-2,2}, b)a,=1, a,=3, a,=2,
a;=4,a,=5,b=2,b,=-2,b,=2,b,=-2,b,=2,b,==2,b,=2, by==2.

8.4. Wskazowka. Do wykresu ciagu (a,,) naleza punkty: a) (1, 1), (2,%} (3,%), (4,%), (5,%),

b) (1,0), (2%) (3%] (4,%], o (1,-3), (2,0), 3,5), &) (1,1), (2,-1), (3,1), (4,-1), (5,1), (6,-1).
55.a) a, = — b) a, =ni2, ©) a,=3n+1, d)a,=vn.

56.9) a_,, =#, a,, = ";2, o, =”T+1, b) a,,, =n(n+3), a,_, =(r=2)n+1), a,_, =n(n-3),
a, =2",a,, =2""2 a, ,=2"2, da,, =n££—12_’ a,,= n;l s Qpy = Z:f

5.7. Ciag: a) rosnacy, b) malejacy, ¢) malejacy, d)rosnacy. Hshuzowka. a) Badamy znak réznicy
a,,—a,.Gdy a,=4n*,t0 a,, —a, =4(n+1Y -4n* =8n+4, zatem dla kazdego ne N* wyrazenie
(8n+4) jest dodatnie, czyli ciag (a, ) jest rosnacy.

58. a) a, =19, b) a;=125, ¢) a; =48. Wskazdwka. Skorzystaj z zaleinosci a; =S, —S,.

59. a) a,=3n-1, b) a,=3n+1, ¢) a,=4n-3. Wskazowka. Skorzystaj z zaleznosci a, =S, S, .

5.10. a) Cztery wyrazy: a,, a,,4d;,a,, b) pieé wyrazdéw: a,, a,, a;, a,, as c) pig¢ wyrazéw: aq,, a,, a;,
a,, as. Wskazéwka. Rozwiazujemy nieréwnoé¢ a, <0, gdy ne N*.

5.11. a) Osiem wyrazéw: q,, @,, a5, a,, a5, dq, a,, 4z, b) trzy wyrazy: as, a,, a,.

512.a) a,=2, b) q,=5,4a,=3,a,=2. 5.13.a) (2,5,10,17,26), b) a,=50.

5.14. WWshazowka. Ciag {a, ) jest staty, gdy a,,, —a, =0. 5.15. a) Tak, b)nie, c) tak.

5.16. a) Cigg arytmetyczny rosnacy, b) ciag arytmetyczny malejacy, c¢) ciag arytmetyczny staly, d) ciag

nie jest arytmetyczny. 5.17.8) a, =2, b) r=—%, ) a, =—%n +%.

518.2) b, =3n—1, b) b,=—4n+13, ¢) b, =2/3n—-+3 .

519.a) a,=13, r=-2, by g, ==2, r=1, ¢) a,=120, r=—1, d) a1=—%,r=3, € a,=3, r=2,
4 1

Da1=—§,r=§. 5.20.a) a; =16, b) q,, =11, ¢) a,=12.

5.21. a) 19 liczb, b) 9000, c¢) 13, d)48. Wikazowka. @) a,=12, r=6, a,=120, b) liczby naturalne

czterocyfrowe sa wyrazami skoficzonego ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r =1, w ktérym a, =1000
ia,=9999, zatem 9999 =1000+(n—-1)-1 (bo a,=a, +(n—1)r), skad n=9000, ¢) ¢ =10, a,=94,
r=7,d)aq=3,a,=238, r=5.
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204— (g +249)n

5.22.a) n=6, b) r=-2, ¢} 533. ‘i zen e a) Rozwiazujemy ukiad rownan ,
49=ga,+6(n—-1)

b) ~1—0¥44=518, €) 85 +ag+...+y =Sy = S,

523.a) a,=5n-3, a;; =72, b) a,=Tn-4, a5=101. : -/ .o ic a) Pierwsza liczba naturalna, ktéra
przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2, jest liczba 2 (bo 2:5=0 i reszta 2).

5.24.a) V2 +2, b)%, 08, d) -2, e -% Tub 2. 525. m=1.

5.26. 7, 13, 19, 25,31,37,43. ¢ : . .. Zauwazamy, ze liczby szukane i liczba 1 oraz liczba 49 tworzg
(dziewigciowyrazowy) ciag arytmetyczny (a,, ), w ktoérym a, =11 a, =49.

5.27. 17. maja. Lo Zauwazamy, ze liczby minut, ktére Kasia po$wiecala na bieganie kazdego dnia
sa wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ), gdzie: a, =15, r=2 i a, =45, czyli 15+(n—1)-2=45, stad
n=16. 5.28. 14 razy. . Lata, w ktorych ciotka Eufemia obchodzi urodziny 29 lutego sa
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ), w ktérym a, =1960 , r =4, a, =2012.

529.5,=10201. - .- . Zauwazamy, e jest to suma wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,),

w ktérym a, =1, a, =3 i a, =201, wigc r=a, —a, =2 oraz a, =1+(n—-1)-2, czyli 2n—1=201, stad
ata,

n=101.Suma §, =

530. 83, =45223. ;. ¢ Liczby naturalne trzycyfrowe, ktére przy dzieleniu przez 11 daja reszte 7,
sa kolejnymi wyrazami skoficzonego ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r =11, w ktérym a, =106
106+997

2
531. a,,=92, a,,=620. - Zauwazamy, ze a,=S8,-S5, =6n+2.

i a,=997, czyli 106+(n—1)11=997, skad n=82, S, = 82.

532. 42km. . .. .. Liczby przejechanych dziennie kilometréw sa kolejnymi wyrazami ciaggu
2q,+(10-1)-5
2
533. n=24. Z warunku zadania 3+ 6+...+ 31 =900, gdzie ne N*, lewa strona réwnoSci

a, +a,
F—=2 1 =900 cvli %;::900.

10.

arytmetycznego (a, ), w ktérym r=5, §,, =645 . Rozwiazujemy réwnanie 645 =

jest sumg ciagu arytmetycznego (a, ), wige
534. 4, =1000, aq,, =450. ... . ZauwaZamy, ze kolejne raty tworza dwunastowyrazowy ciag
arytmetyczny (a,) o réznicy r =-50, ktorego suma wszystkich wyrazéow S,, =8 700 .

535. §,=273,gdy n=13. a,+6r=21

a, =21
Z warunkow zadania: 7 , czyli . , wiec
{,5'7:105 YH @ +21) 7 050 WK {

a =9
r=2"

5.36. n=8. Z warunkéw zadania mamy a, =100°, » =10°, wiec
a,=100°+(n-1)-10°=10°(n-9), gdzie n oznacza liczb¢ bokéw wielokatai n=>3.
Poniewaz wielokat jest wypukly, wigc jego najwigkszy kat a, speia warunek a, <180°, czyli n<9,
zatem 3<n<9 i ne N*.
S, =180°(n-2) (suma kqtow n-kqta wypuklego)
Z ukiadu S - [100°+100°+(n—1)-10°]n
" 2

~y -

(suma miar kqtow tworzqcych ciqg arytmetyczny)
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537.a) a,=9-6n, ¢) -59100. . .-/ a)a,=8,-§,,;. b)Ciag (a,) jest arytmetyczny, gdy
réznica r=a,,, —a, jest stala (niezalezna od n). Zatem » =[-6(n+1)+9]-(-6n+9). ¢) W utworzonym
ciagu arytmetycznym (b,) mamy b, =a, =3, b, =a; =-9, skad r =—12 oraz

[3+3+99-(-12)]- 100
538. 2)6 lub 33, b) ¢, =15 b a,,=-66. ~ ~.~ ' a)Poniewaz a =30, r=-3, wiec a,=33-3n.

Z warunkow zadania a, =%Sn_l, wigc gdy ne N* mamy 33—3n=%.[60+(n_2;(_3)](”"1)

n?—3972+198=0, skad n=6 lub n=33.

, czyli

539.a) a,, =350, b) S, =147. Liczby patyczkéw w figurach sa wyrazami ciagu arytme-
tycznego (a,), w ktorym a,=7 i r=7.

5.40. W ostatnim rzgdzie bylo pi¢¢ wolnych miejsc. .« Liczby miejsc w kolejnych rzedach sa

wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ), w ktorym @, =1, r=11i S, >100, gdzie ne N*. Rozwiazujemy
nierdownosé ZL(nz_—l_)l n>100, czyli n* +n—200> 0, stad ostatnim rzedem jest czternasty rzad.

5.41. W 24 ratach. ' ; Kolejne kwoty rat tworza ciag arytmetyczny (a, ), w ktérym a, =3 600,
r=-150, a,>0 1 §,=45000.

542. a) n=100, b) n=10, ¢) n=10, d) x=47, e)x=%, f) x=1 lub x=6.

2) (6+4n+2)n N2 +n42)n
2

=20400 i ne N*, b)( =55v2 i ne N*,

x=2+({n-1)-3

c) _(Z;FM=3"2_5 i neN*, @ {(2+x)n _392 . Ciag 2,5, 8, ... jest rosngcy, wigc x>0,

(2x+1+22x+28)n ~155 -

5.43. a) a,=5n-3, b) gy, A, 3> da> ©) CO NAjWyZze] dwudziestu wyrazow.
a) Z warunkéw zadania a, =2, a,=7, wigc r=35, zatem a,=2+(n-1)-5=51-3.

{2x+28=2x+1+(n—3)-3
e)

b) a_ e (500;520), wigc 500<a, <520, skad 100%<n<104%, gdzie ne N*.

¢) S, <1000, wicc Qf—s’;_‘i)_”-dooo, gdzie ne N*.
5.44. 2)6,8,10, b)9, 12, 15. .. . ... a) Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, a+2r
gdzie r>0. Z warunkéw zadania mamy Aa
. {a+(a+r)+(a+2r)=24 (obwdd tréjkqta jest réwny 24) a+r
a’+(a+rY¥=(a+2rY  (tréjkat ABC jest prostokamy)
. 4 8 16 2
545.2) a, =1, a,=4, a,=16,a,=64 ig=4, D) b=-2,b,=—,b;=—, b, =— i g=—,
) @, 2 3 4 q ) b p) 3’3 9’ 27 q 3

©¢g=-6,c,=-12,¢;=-24,¢c,=-48 i g=2.

1 | 5
5.46. a, =—=0,02(7). 0,)=—1005})=01-0,(5)=0,1-—.
5 =2 =0020) 1)=1 i 006)=01-0,6)=0,1->
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547.8) g=-2ia,=2(-2)"", b)g=-3 lubg=3iq, =%(—3)"",gdy g=-3 lub a,=2-3"2, gdy
g=3, ¢ q=\/5 ia, =(J§)". Wikazéwka. Korzystamy z wzoru a, =a, -q¢"" .

548, 3) g=4, b) g=—3, & g=-2, &) a, =4 -1)=15-4"", g=4.

Wskazowka. Wystarczy wykazag, ze istnieje staty (niezalezny od n) iloraz g = nel , gdzie ne N*.
a

n

b, _2n+3 b 242
5.49. a) -—b"-:L = ﬁ , b) I’;—:‘ = '('H—l)" > €) %:i =22 Wskazéwka. Wystarczy wykazaé, ze iloraz
% nie jest staly (zalezy od n, gdzie ne N*).

n

-1
5.50. a) a,=9 i q=§ , b)a, =a1q"'1 =9-(§) , ©) S =24%. Wskazowka. a) Z wykresu odczytuje-
my: a,=6 i a, =4, wigc q=ﬁ=g,zatem a =% _g,
a 3 q

5.51. 128, 64, 32, 16. Mskazowka Zauwazamy, Ze ciag geometryczny (a,) jest szeSciowyrazowy,

. 8 1
kté: =256 i . =8, zatem ¢° =——, s ==
w kilorym aq, g q 756 tad ¢ )

n—1
5.52. a)g:%, b) an=16-(g) :

553. a) g=2-+2, b) g =% , © a,—a;=362-256v2 .
Wskazovwka. a, —as = asq* —as = ag (q2 —1): (34..24\/’2—X5_.4‘/_2').

3. 256 :
5.54. =-9 lub x=6. b)Gdy x=-9,t0 g=— =———,gdy x=6,t0 g=4 =—,
a) x ub x ) Gdy x 0 q 21a1 243gyx 0gq iaq 2006

Wskazowka. 8) Rozwiazujac réwnanie (2x)° = (x—3)(5x +18) otrzymujemy x=-9 lub x=6.

n—1
1
5.55. a) g = —% , b)a,= 120(—%) . Wskazowka. ay q¢* = G =7 Poniewaz ciag geometryczny (a,)
a,
jest niemonotoniczny, to g = —-;— , b)a= % -120.
q9

556. =32, a,=V4, a, =242, a, =412
5.57. 102,40 zi. Wskazdwka. Na poczatku piatego tygodnia sukienka kosztowala tyle, ile warto$¢ wyrazu

piatego ciagu geometrycznego.
5.58.a) 364, b) -4;—2, c) 15%, d) 33—;4, e) 65, 1) 80. Wskaziwka. a) WyrazZenie jest suma n wyra-
z6w ciagu geometrycznego (a, ), w ktérym a, =1, ¢=3, a, =243 . Korzystajac z wzoru a, =a, -¢""*
obliczamy liczbg n, wiec 243=1-3"",stad n=6. Zatem S, =1- 11:3; .
b) Wyrazenie jest suma szeéciu wyrazéw ciagu geometrycznego (a, ), w ktorym a, =1 i g= -% .
g 1+3+3 4430 1-0-37) 1-0-3°)_37-1

1+3+3*+..43° 1-3 1-3  3%-1
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5.59. Dla pracownika korzystniejsza jest ,,Umowa II”. Wskazowka. Wedhug ,,Umowy I” wynagrodzenie
pracownika jest sumg dziesi¢ciu wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) o wyrazie pierwszym &, =k ir6znicy
r =0,lk . Wedtug ,,Umowy II” wynagrodzenie jest suma dziesigciu wyrazow ciggu geometrycznego (b, )

o wyrazie pierwszym b, = 0,02k i ilorazie g=2.

5.60. 4, 12, 36, 108.
a,(l+4°)=112
, czyli 48, gdzie g#0igz-1.
a=—
q(l+q)

_ |a,+aq’ =112
Wskazowka. Z warunkow zadania 5
aqg+aq =48

2
Zatem 48(1+Q)(1_Q+QJ=11
g(l+q)

2, czyli 6¢° —20g+6=0, wigc q=% lub ¢=3.

Dla g =% wyraz pierwszy a, =108 , wigc ciag (@, ) nie jest rosnacy i nie spelnia warunku zadania. Dla

q =3 wyraz pierwszy a, =4, wi¢c ciag (a,,) jest rosnacy.

a,, +a
561. m=21in=1. Wskuzowka Z wlasnosci ciggu arytmetycznego (a,): a, = le—-'f:-l- , mamy

=3+(n+2)

2m—1 . Z wlasnosci ciagu geometrycznego (b, ): bf =b,,-b, , mamy (2m— 1)2 =3(n+2).

Rorminmiony kdad réumag 120" D=3 L [am—n=T
oZWiRZemY WCAC TOWBA Y (1P =3(n+2) ' |4m? —4m+1=3n+6

5.62. x=y=3 lub { . Wskazéwka. Z warunkéw zadania: liczby 3, y, x sa kolejnymi wyrazami

y=15

ciggu arytmetycznego, wigc y = 3+x ,aliczby 3, y—6,x sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego,
y_3+x

wiec (y—6) =3x. Rozwigzujemy uktad rownan 2 i
(y-6) =3x

5.63. Ciag arytmetyczny (a,): a, =9 i r =8, ciag geometryczny (b,): ;=9 i g= %
Wekazowka. Niech liczby 9, m, n, gdzie 9<m <n, bgda trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego (a, ), wtedy liczby 9, m—2, n beda trzema pierwszymi wyrazami ciagu geometrycznego (b, ).

9+n
=— =17 =5
Rozwiazujac uklad rownah 2 , mamy {m lub {m .
(m—2)2=9n n=25 n=1

564. x=31y=61lub x=271 y=18,
5.65. Ciag arytmetyczny (a,): 2,7, 12 1ub 10,7, 4.  Wskazowka. Wyrazy ciagu arytmetycznego (a,): a,
a,+r, a, +2r . Z warunku zadania wyrazy ciagu geometrycznego (b, ) sa réwne: b =a, -1,

b,=a, +r—4, b, =a, + 2r - 3. Rozwiazujemy uklad réwnan:
al+(a,+r)+(a1+2r)=21 ey =T-r

{(aI +r —4)2 =(a, —1)(1:11 +2r-3) o2yl {(a1 +r —4)2 =(a, —~1)a, +2r —3)

, stad 32 =(6—r)(r+4).
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5.66. Ciag geometryczny (a,): 18,6,2. i'-:.; ... Wyrazy ciagu geometrycznego (a,): a;, a,q, a,q°,
wi¢c wyrazy ciagu arytmetycznego (b,,) sgrowne: b, =a,+1, b,=a,q+6, b, = a,q2 +3.
Rozwiazujemy uklad réwnan:

a,+ag+aq* =26 g = 26 s
N L . 206\g° —2g+1
(al+1)+(alq2 +3), czyli 1+g+4° , wiec (q q2 )=8,stqd 3¢*~10g+3=0,
aq+6= 2 l+g+q
2 aq°—2ag+a, =8

zatem g =% lub ¢ =3. Z warunku zadania cigg geometryczny (a,,) Jjest malejacy, wigec g = % .

5.67. Ciag geometryczny (a,): 3, 15, 75 lub 31,31, 31. .. i, Wyrazy ciagu geometrycznego (a, ):
a,, a,, a;, wigc wyrazy ciagu arytmetycznego (5,) sa réwne: by=a,b+r=a,, b+(7-1)r=a,.
Ropwiaziomy ukdad 6 b +(b, +r)+ (B +6r)=93 ; bl=93;7r J
OZWiazujem ad rownan: , czyli , Sta
e (b + Y =b, (b +6r) i

(B, +r) =b (B, +6r)

(93“7r+r]2 =93_7r(93_7r+6r} wiec (BI—ir)z =(31—1r131+ﬂr).2atem r=0lub r=12.
3 3 ( 3 3 3 3

5.68. g=-3. I\ - /. Wyrazy ciagu arytmetycznego (a,): a,, @, +r, a +2r, a, +3r, wigc wyrazy
ciagu geometrycznego (b,) saréwne b =a, +7, b, =a,, b, =a, + 3r . Poniewaz (b2)2 =b - by, czyh

(az,)2 =(a, +r)(a, +3r), stad r(3r+4a,)=0, wigc r=0 lub 3r+4a, =0. Z warunku zadania r # 0, wigc

3r+4a, =0, stad rz—%al . W ciagu geometrycznym (b, ) iloraz qzi—z, czyli g = &
) a +r

5.69. r=—3—. M vkazoivie. W ciagu geometrycznym (b, ) mamy b, =%, g=-2, n=17 oraz
_31-(-2) 129
4 1-(-2) 4

S, = 2 Rozwiazujemy réwnanie

S, . Z warunku zadania w ciagu arytmetycznym (a, ) mamy a, =%, n=7 oraz
2a, +(n-1)r e 129

7

Odpowiedzi do zadai zamknigtych

Nrzad.| 1. 2./3.(4.[5.]6.| 7. .|10.| 11, | 12.]|13. | 14. [15.]16. | 17. | 18.| 19.
Odp. | DICIDJ/A|B|B(A|C|C|C|B|C|A|B|[(B/AI/D|A!B

ge
)

Nrzad.| 20.]|21.]|22.|23.(24.{ 25.| 26.(27.|28.| 29. | 30. | 31. | 32. | 33. | 34. | 35. | 36. | 37.| 38.
Op. | CI BIA(A(C|A|CIC|[B|/B|C|C|{A|B|B|D|AiD|A

Nrzad.] 39.|40.(41.(42.|43.| 44,
Op. | C|C|C|C|{B|C

Wskazdwki do zadan zamknietych

10. Z warunku zadania ¢, =3, r=4. 13. a,=8,-38,.

21. Niech o, @, , a; sa katami w trojkacie, gdzie o, +, +a,; =180°, czyli

o + (o, +r)+ (o, +27)=180°, wiec 3(o, +7)=180°, stad o, +r=60°. 23. Ciag jest arytmetyczny,
gdy r=a, ,—a, jeststala (nie zalezy od n). 29, Z warunku zadania 345= 2+44 n.

42. Z wlasnoéci ciagu geometrycznego a? =aq, -a,, czyli 1=gq, (\/5 -2 ), stad a, = L V3+42.

B0
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6. Trygonometria

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy mature:

a) wykorzystuje definicje 1 wyznacza wartosci ﬁmkcp trygonometrycznych dla katow
ostrych,

b) rozwiazuje réwnania typu sinx=a, cosx=a, tgx=a, gdy 0°<x<90°,

¢) stosuje proste zwiazki migdzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego,

d) znajac warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych, wyznacza warto$ci pozosta-
tych funkcji tego samego kata ostrego.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

6.1. Wierzcholki trojkata prostokatnego przedstawionego na ry-

sunku obok oznacz literami P, K i M, tak by sing = 1[{% Wyraz \<7>/

warto$ci funkcji cosar i tg(90°—a) w zaleznosci od dlugosci
bokow trojkata PKM.

6.2. Wierzcholki trojkata prostokatnego przedstawionego na ry- 4
AB
sunku obok oznacz literami 4, B i C, tak by tg(90°—a)= :BC:
Wyraz warto$ci funkeji sin i cos(90°— ) w zaleznosci od ﬂ g

dlugosci bokow trojkata ABC.

A
Oblicz dlugosci bokoéw 4B 1 AC trojkata ABC (rysunek obok),
gdy |BC|=2 i sina:% :
C

oo

Oblicz dtugosci bokow CB i AB trojkata ABC
(rysunek obok), gdy |4C|=4 i cosax =% : a

A

Wyraz dlugosci bokoéw AC i AB trojkata ABC (rysunek obok)
w zaleznosci od dtugosci boku BC, gdy |BC|=a i tga=2.
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6.6. Oblicz wartosci sina, cos 8, tga, tg f trojkata ABC przedstawionego na rysunku:
a) b) v A c)
A PEIREEE VA C
EaEE N RURE NEN
ND B \J NN
Y \\‘E 1 ~ L {B>p
- / 1 >
-2 0N 1 30 x
4 L
ol 1 > \ @
A
A NG A .
N o] 1 | 3 5 | x
B B
P [

6.7. Oblicz warto$¢ sin’or i wartosé cos’a, uwzgledniajac dane przedstawione na ry-

sunku:

a) £ b) ] D
1
1 S - )
A 4 3 B
6.8. Katy o 1 B sa katami ostrymi trojkata prostokatnego ABC B
(rysunek obok). Wykaz ze:
: . sina
a) sinad=cosf8 i sinf =cosa, b) =tga,
| cosQ
1
o) Cf)Sa —tg B, d) Cf)Sa _ , 0 c?sa tga=1,
sino sInx  tgo sino :

f) sin*a+cos’a=1.

6.9. Wiedzac ze kat o jest katem ostrym, wykaz, ze:

a) sin =cos (90°-a), b) cosa =sin (90°-a), c) tg(90°—a)=;1_,
g

6.10. Przyjmij dane przedstawione na rysunkach trojkatow ABC i wykaz, ze:

a) sin30°:l, cos30°=£, tg30°=£,
2 2 3
b) sin60°=§, cos60°=%, tg60°=«/§,
A

¢) sin45°=co0s45° = % , tgd45°=1.
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6.11. Oblicz warto§¢ wyrazenia:

a) 3sin30°—-2co0s45°+4tg60°, b) tg45°+2c0s60°+3sin30°,

c) tg45°—2tg245°+2sin30°+3tg60°, d) 5tg30°—-2sin60°+2co0s30°,
cos60° 1

e) +

1+sin60° tg30°
6.12. Oblicz dlugos¢ odcinka x, uwzgledniajac dane przedstawione na rysunku:
a) p

b) c c)
‘\ ) : »
300 A A

6.13. Oblicz warto$¢ wyrazenia, uwzgledniajac dane przedstawione
na rysunku obok:

COsSO —Ssing sin¢ + cos
: » b ﬁ tgﬂ s
sing 3tga+1

Q&bx

sin® ot +cos® B tgia
sin cos 8 '

6.14. Oblicz obwdd L trojkata ABC, uwzgledniajac dane przedstawione na rysunku:

a) C b) c c)
243 |
1,
y 60 B 4=30° Kllj 45° B

6.15. Kat o jest ostry. Uzasadnij, ze gdy:

a) sina=%, to a<30°, b) sinx=0,8, to 45°<ax<60°,

¢) cosax=0,6, to 45°<ax<60°, d) cosa=09, to a<30°,

e) tga=12, to 45°<a<60°, f) tgea=0,1, to a<30°,

6.16. Oblicz miare kata ostrego 8 i wynik podaj z doktadnoscia do 1°, gdy:

3 342

a) 3sinff= b) 2sin f=1,3820, ¢) 3cosf =T’ d) 3cosf3=2,511,

]

“’|®-M

f) 1+tg f=12,85, ) (sinﬁ—%)(tgﬁ—l)=0,

e) cosfi=

>
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(cosﬁ—%)(sinﬂ—?)=0, tg’f-3=0, , cészﬁ—%zo.

6.17. Oblicz miare kata ostrego « , wiedzac ze:

a) sin2a=g, b) cosSa=%, ¢) 3+v3tg2a=4,
d) tg2a=+3, e) 4(1+sin30)=6.

6.18. Oblicz miary katéw ostrych o i 8, gdy:

a) sin(a—ﬁ)zg i cos(a+ﬁ)=%, b) tg(a+pB)=+3 i cos(a—ﬁ)=—?,
c) sin(a+ﬁ)=§ i tg(a—ﬁ)=?.

6.19. Oblicz miarg kata, jaki tworzy z osia x wykres funkcji liniowej okre§lonej wzorem:
_ cos45°
sin45°

a) y=(2sin60°)x+tg45°, b) y=(2cos30°)x+tg30°, «¢)y

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego

6.20. Nie korzystajac z tablic ani z kalkulatora, oblicz warto§¢ wyrazenia:

~ cos39° . €0s20° to 200 ~ €0835°-8in35°
~sinS51°’ eosT00 B  c0855°-s5in55°’
tg15°-tg75°
& £ , cos’11°+cos® 79°, - sin?42°+sin?48°,
tgl17°-tg73°
g) tg25°-1g64°-tg65°-1g26°, h) sin44°-cos46°+cos44°-sin46°,
i) sin?4°+sin?12°+sin’86°+sin”*68°,  j) tg?18°-tg*72°+sin’15°+sin*75°,
K sinl1°  cos23° B 1-(cos?10° + cos? 80°)
cos79° sin67°’ tg*42° '

Oblicz miarg kata ostrego o , gdy:

sing =cos37°, cosa =sin 65°, tga = .
tg 40°
Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenie:
- (1—cosa X1+cosa)—sin’ & , (1+sina X1 —sina)+sin’ o,
3 .
. : sin” & cosa@ l+sina
tga(sine +cosar )’ —2sin’ o, +

cosQ—cos o 1+sinad  cosa
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Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o , gdy:

o 1 - 3
s =—, oS =—, - tgo=2.
3 5

6.24. Zbadaj, czy istnieje kat ostry o , gdy:

a) sino¢=l 1 cosa=3, b) sina=-5— i tga=-—-5—,
4 4 13 12
¢ tgor=2-+3 i ctga=2++3, d) cosa=2?-l— i tgx=4.
6.25. Wiedzac ze kat o jest katem ostrym, oblicz warto$¢ wyrazenia:
V2, . 2
. tg 0L +CoSQ Wt a_@ TCOS a+\/fsm o W a_['-z—
tga—cosar’ T 4cosia—3sinte BV 8 37
4cosa—tgo 15 2sing +3cosa
- , gdy cosax=—, d - ,gdy tgox=2.
sinx+tga B 17 ) cos¢x —3sina gy 15

6.26. Wykaz, ze dla kata ostrego o rOwnanie jest tozsamoscia.

cos’asina +sin’ o =sina, sin® o cosa +cos’ o = cosar
(1+cosaXl—cosa)=sin’a, 7 1-2cos’a =2sin* -1,

sin’ cos’a .

=1+coscx, ——=1-sina,
1—cosox 1+sing
1 1. ) 1
g | —+ (sina+cosat)=——+2.
sin@ coso sin (X coso

6.27. W trojkacie prostokatnym:

- r r . r 2 3 - 4 - r r
a) suma cosinusOw katow ostrych jest rOwna = ; oblicz iloczyn sinusOw tych katéw,
b) suma sinuséw katow ostrych jest rowna 5; oblicz iloczyn cosinuséw tych katow.
. rr 3 . . - 6 .
6.28. Oblicz warto§¢ wyrazenia sina-coso , gdy sino +coso = 3 1 0°<ax<90°.

6.29. Oblicz warto$¢ wyrazenia sina+cosa, gdy sina-cosa = ? 1 0°<a<90°,

6.30. Pole trojkata ABC jest rowne 14 cm” . Oblicz miarg kata ostrego BCA, gdy |AC|=8
i |BC|=7 .
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Zadania zamknigte
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidlowq)

. . A
1. Sposrod zapisow 1° sina =£, 2° tgox =E , 3° cosax =—Ii
m l m m
dla trojkata prostokatnego 4 BC przedstawionego na rysunku obok (; /
poprawnymi sg: B k C
A) wszystkie, B) tylko 1°i2°, C) tylko 2°1i 3°, D) tylko 1°i 3°.
B
2. W tréjkacie prostokatnym ABC (rysunek obok), gdzie |BC|=3
i |[AC|=5, sinus kata ostrego S jest rowny: 15
3 4 334 534
N7, B, 0=, pI N
4 34 34 34 ct A

3. Przyprostokatne w trdjkacie prostokatnym maja dhugosci 12 1 5. Cosinus najmniejszego
kata w tym trdjkacie jest rowny:

5 5 12 13
A) — B) — O = —.
' 12 ) 137 ) 137 D12

4. Jezeli tgﬁ=§,to stosunek sinf:cosfB jest rowny:
A) 1:1, B) 2:5, C) 3:4, D) 5:2.

5. Kat o jest ostry i sin¢ =Z. Wowczas cosinus kata o jest rowny:

7 V7 V7 1
A) — B) —, C) —, D) —.
) 16 ) 4 T &

6. Jezeli kat o jest ostry 1 cosazl, wtedy sinus kata o jest rOwny:
2V2 8
A) 2V2, B)%, 0= D) 5.

7. Kat o jest ostry i tga=?.Wtedy:
A) a=30°, B) a >45°, C) 30°<a<60°, D) 45°<ax<60°,

8. Kat « jestostryi cosa=0,75. Wowczas:
A) a>60°, B) a>45°, C) a=60°, D) 30°<a <45°.

9. Kat o jest ostry i sina=g. Wtedy:
A) a=60°, B) 30°<a<45°, C) a=45°, D) 0°<ax<30°.
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10. Liczba sin”17 +cos?17 jest:
A) niewymierna, B) réwna 1, C) mniejsza od 0,9, D) wieksza od 1.

11. Nieprawda jest, ze:
A) sin43°<sin49°, B) tgl8°<tg30°, ) cosl12°>cosl0°, D) cos50°>cos70°.

12. Dila kata ostrego o prawda jest:
A) gdy o< 21°, to sinx<sin21°, B) gdy ax<45°, to tga>1,
C) gdy < 60°, to cosa <cos60° D) gdy o <45°, to sina>g.
13. Jesli miedzy katami ostrymi ¢ i B zachodzi warunek, ze kat a jest wiekszy od

kata BB, to:
A) sina<sinf, B) sina >sin 3, C) cosa>cosfB, D)tga<tgf.

14. Jesli miedzy katami ostrymi o i B zachodzi zwiazek B =90°-a, to:
A) sina=cosf3, B)tgf=tgo, C) sinax=sin D) cosa=cosf.

15. Warto§é wyrazenia 1+sin”41°+cos?41° jest réwna:
A) 1, B) 2, ) 3, D) 4.

16. Wartos¢ wyrazenia tg35°-tg65°+sinl15°-cos75°+cos15°-sin75° jest rowna:
A) 0, B) 1, O 2, D) 3.

17. Liczba cos®17°+sin’17°cos17° jest réwna:
A) sinl7°, B) cosl7°, O) tgl7°, D) sin89°cos17°.

18. Prosta o réwnaniu y=+3x+1 jest nachylona do osi x pod katem « . Zatem:
A) a<30°, B) a=30°, C) a=60°, D) a>60°.

19. Prosta / nachylona do osi x pod katem 60° i przechodzaca przez poczatek ukladu
wspOtrzednych okreslona jest rownaniem:

A) y=x, B) y—+/3x=0, C) y-—l/zzx=0, D) y++/3x=0.
E
20. W kwadracie o boku dlugosci a punkt E jest srodkiem boku a
(rysunek obok). Wartos¢ tangens kata o jest rowna: a
A) 1, B) V3, C) 2, D) 3.




112 6. Trygonometria

Odpowiedzi i wskazéwki

|
6.1. 6.2. 4
K 90° - a P | C V
| L/
| %
M | B
|PM| e 1 |BC] o |4B|
oa="—- tg(90°-x . sina=——:, co0s(90°—fB)=cosax = .
cosr= oy » O @= | ac|® =) 4]
6.3. |4B|=2415, |4C|=8. 6.4. |4B|=12, |BC|=82 . 6.5. |4B|= "‘/_ , |4Cl==

. 3 3 . 4 4 . 8 i
6.6. a) sina=—, tga=—, =—, tgf=—, b)ysinada=——, t a=—, sin =—, t =—
) 50 8o=g, sinf gh=3. b o’ a3 snh=7s, =g

c) sina:—l‘jl._g, tga-—— ﬁ’—3J_ tgf=3. ° .. ¢) A=(=3,0), B=(5,4), C=(3,6),

skad |4B|=4+5, |BC|=2v2, |AC|=6v2. Skorzystaj z definicji
funkcji trygonome-
trycznych katow

ostrych w trojkacie

I

|

. 1 |

6.7. a) sm2a=l, cos’o=—, |
2 2
|
|
|

b) sin2a=i—g, c082a=—1—.

5 przedstawionym na

rysunku obok.

5«/—
6.11. a) %—JE+4«/§, b) 3%, ©) 33, d) —/—, € 2.
6.12. a) x=3v2-/6=v2(3-+3), b) x=6J§, ) x=23.

¢) Zauwaz, ze trdjkat ABC (rysunek obok) jest rGwnoramien-
ny, wiec |4 ACB|=30°, stad |4B|=|BC|=

6.13. )Q, b) 3‘/256“1, ¢ 2V3.

6.14. a)L=6+2J§, b) L=3+v2++3, ¢ L=2(1+v2+3).

6.15. | . Skorzystaj z polozenia punktéw na osi liczbowej, ktére odpowiadaja warto$ciom funkcji

trygonometrycznych katow ostrych
sin30°  sin45° sin60°

oAb, 0, d) (R N e),
bbb ———> Fot — >
0 1 1 06 7 V3 1 0 ﬁ 1 302
S N 2
o !
T T T tg30°  tg45° tg60°

c0s60° co0s45°cos30°
6.16. a) 14°, b)44°, ¢)45°, d)33°, e)63°, f)85° g)30°Iub45°, h)41°Iub 60°, i) 60°, j)60°.
g) (sinﬁ —%)(tgﬁ —1)=0, skad sinﬁ——%=0 lub tg -1=0, Ai) tg?B—3=0, skad
(te B—V3Ntg B+v3)=0



6. Trygonometria 113

6.17. a) 22°30°, b)20°, ¢)15°, d)30° ) 10° .i.a. a0 a) sin20=sin45°, skad 20 =45°,
wiec 22°30'.
6.18. a) @ =52°30", B=7°30", b) @=45°, B=15°, ¢) a=45°, B=15°.

. N3
| ) sin(ar - )=~ {a—ﬁ=45°
Looivag, a » _ 0"
cos(a+ﬁ)=% a+p=60
6.19. a) 60°, b) 60°, ¢)45° i L. iy a) Wyrazenie 25in60° jest wspolczynnikiem kierunkowym

prostej, czyli 2sin60°=tgao, stad 2? =tgo, wiec @ =60°.

620. a)1, b)1, o)1, &)1, 1, D1, g1, b1, D2, 2, k2, DO
cos39° sin(90°-39°) sin51° d tgl5°-tg75° 1

A =

sin51° sin51° sin51°’ tgl7°-1g73° 1~

6.21, a) ¢ =53°, b) ¢=25°, ¢ ax=50°. .\ " . a)sin=cos37°, wigc sina=sin(90°-37°),
1
skad sina=sin53°, c) n 400=th“, czyli tg40°-tga=1, skad tg(90°-50°)-tgax=1, wiec o =50°.
g
2
6.22. a)0, b1, ¢) tgax, d) tgax, e .
) ) ) tg ) tg )cosa

© ¢) tgo (sina+cosa )’ —2sin’ @ = tgor(1 + 2sinacosar )— 2sin’ or = tgor + 2sin’ o — 2sin’ a ,

sin’ & sin’ & _ sin'a

cosa—cos’e cosafll—cos’ar) cosasine:’

d)

cosr 1+sinar cosla+(1+sina)’  2(1+sine)
e " — ; — - .
l+sina  coso cosa(l+sine)  cosa(l+sina)

242 V2 4 4 2V5 NG

6.23. a) cosa=——, tgx=——, b) sina=—, tgax=—, ¢) sint=——o, CcOSAL=—1o.
) ; 8 2 ) 5 Bo=7 ) 5

2 .
i R) COSOL= 1—(1] , € s1na=2’ skad sina =2cosa, wiec (2cosa) +cos’a=1.
3 cosal

. . 2 2 12 . sina¢ 5 )
6.24. a) Nie, bo sin“a+cos“a #1, b)tak, bo cosax=— i =—, ¢)tak, bo tgactga=1, d)nie,

40 ] 13 cosax 12
bo sina = — j & 4.

cosq

6.25. a)@, b) @, c)ﬂ, d) —z—. it Ca Sina =2-Q,skqd sina=200sa,wiqc

139 60 64 5 cosax 21 21

2
“cosa | +cos*a=1, zatem ﬁlcos%{:l, b) cosza=2, sin2a=i.
21 441 1 11

626. < .- .. a) cos’asina+sin’a=sina(cos’a+sin’a),

sina _ 1-cos’a _ (1-cosa)Xl+cosx)
l1-cosa 1—cosax 1—-cosax '
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1 . 23Y .
6.27. a) rE b) % kg ronka. a) cosa+cos(90°—a)=—2——;/§—, skad (cosa+sma)2=(—3—) , Wiec
. 4 (., 2
231nacosa=§—(sm o +cos a).
6.28. sina-cosa=£. Pcharzon (sina+cosa)2=£, skad (sin2a+cosza)+2sinacosoc=£,
50 25 25
. . 36
wige sinacosa=|—-1[:2.
25
6.29. sino+cosa=v1+v3 . o (sina+cosa)2=1+2sinacosa=1+2-?.
630. |BCA|=30°. it 1. /u Korzystamy z wzoru P=%|AC||BC|-sin|BCA|.

Odpowiedzi do zadafn zamknig¢tych

Nrzad.| 1.]|2.3.|4./56.| 7.8 (9. [10.|11.|12.(13.14.|15.(16.{17.|18.]|19.]20.
op. . B(D|C|B|B|C|C|D|ID|B|C|{A|Bj{A|B|C|B|C|B]|C

Wskazéwki do zadan zamknigtych

3. W trojkacie naprzeciw najkrotszego boku lezy najmniejszy kat.
11. Patrz wskazoéwka do zadania 6.15.

12. Patrz wskazowka do zadania 6.15.
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7. Planimetria

Wymagania egzaminacyine

Zdajacy mature:

a) korzysta ze zwiazkéw migdzy katem $rodkowym, katem wpisanym i katem miedzy
styczng a cigciwg okregu,

b) wykorzystuje wlasnoéci figur podobnych w zadaniach, w tym umieszczonych w kon-
tekscie praktycznym, | "

c) znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich, takze z zastosowaniem trygonome-
trii, rtOwniez w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym,

d) okresla wzajemne polozenie prostej i okregu.

Katy w okregu

7.1. Oblicz miary katow wyrdéznionych kolorem w okregu o Srodku O, uwzgledniajac dane
na rysunku:

a) b) B

7.2. Wierzchotki trojkata ABC leza na okrggu o Srodku O (rysunek
obok). Wiedzac ze |4C|=|BC|, oblicz miary katow trojkata ABC.

D
7.3. Podaj miary wszystkich katow wpisa- al
nych w okrag o §rodku O, uwzgledniajac O] C
dane przedstawione na rysunku obok. A
B

7.4. W okrag o $rodku O wpisano trojkat ABC. Styczna do
okregu w punkcie C przecina prostag AB w punkcie D. Oblicz
miar¢ kata & , uwzgledniajac dane przedstawione na rysunku.

A
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. Na okrggu o $rodku O obrano punkty 4 1 B, przez
ktore poprowadzono styczne do okrggu i przecinajace
si¢ w punkcie K. Uwzgledniajac dane przedstawione
na rysunku obok, oblicz miarg kata « .

+ Uzasadnij, Ze na rysunku umieszczono bigdne dane.
b)

7.7. Dwa styczne okregi o $rodkach odpowiednio O, i O, przecina prosta k przechodza-
ca przez punkt stycznosci C i przecinajaca oba okregi w punktach 4 i B. Udowodnij, ze
katy $rodkowe w obu okregach, oparte na lukach wyznaczonych przez prosta & (nie
bedaca srednica okregbw) sa rowne. Rozwaz dwa przypadki.

a) b) k
k
. B A
A4 . gc
C
7.8. Odcinek AB jest wspllna przeciwprostokatna trojkata prosto- ? B

katnego rownoramiennego 4ABC i trojkata prostokatnego ABD (ry-

sunek obok). Wykaz, ze odcinek CD jest dwusieczng kata ADB. A 4‘)

\_>h

Dwa kola o $rodkach O, i O, i promieniach odpowiednio # =26cmi r,=8cm sa
elementami maszyny rolniczej. Odleglo$é migdzy $rodkami kot jest rowna 82 cm. Ob-
licz dtugos¢ odcinka 4B, jezeli pas transmisyjny natozono na kola tak, jak przedstawio-
no na rysunku.

A A
B
B
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7.14. Okregi rozlaczne zewngtrznie o §rodkach O, i O, maja ten sam promien 24 (rysu-
nek obok). Okregi te przecinaja odcinek 0,0,
w dwoch punktach, dzielac go na trzy rowne
czgsci. Oblicz dlugos¢ promienia 7 trzeciego
okregu o Srodku O, i stycznego do obu okre- |24, 24 | 24 T
g0ow oraz do odcinka 0,0, .

7.11. Z punktu 4 lezacego na okregu o Srodku O poprowadzono dwie prostopadle do
siebie cigciwy o dlugosciach 5 cm i 12 cm. Oblicz pole P kola ograniczonego tym okre-
giem.

7.12. Kolo i kwadrat maja réwne obwody. Wykaz, ze pole kola jest wigksze od pola tego
kwadratu.

7.13. W okrggu o srodku O i promieniu 5 cm odleglosé cigciwy 4B od
srodka okregu jest 2 razy mniejsza niz promien okregu (rysunek obok).
a) Oblicz dlugos¢ cieciwy 4B. o 5
b) Oblicz pole P figury wyrdznionej kolorem i wynik zaokraglij do

dwoch miejsc po przecinku. Przyjmij 7 =3,14.

R
7.14. Uwzgledniajac dane na rysunku, obliczpole P [= *°

iobwod L figury wyr6znionej kolorem,

0

S' -
le— —>

7.15. Oblicz pole P figury wyrdznionej kolorem na rysunku obok.

7.16. Dwa okregi o promieniach 10 i srodkach odpowied-
nio O, i O, sa styczne zewngtrznie (rysunek obok).
Z punktu O, poprowadzono styczne do okre¢gu o Srod-
ku O, . Oblicz pole P obszaru wyréznionego kolorem

na rysunku.

7.17. Punkt O jest srodkiem okrggu (rysunek obok),
a odcinki OA 1 BC majg t¢ sama dtugos¢. Oblicz mia-
r¢ kata o , wiedzac ze |§ OAB|=20°.
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7.18. Punkt B jest srodkiem odcinka AQ, a punkt O jest srodkiem
okregu o promieniu dhugosci BO (rysunek obok). Prosta & prze-
chodzi przez punkt A4 i jest styczna do okr¢gu w punkcie C.
Wyznacz miarg kata « .

C

7.19. Srednica okregu o §rodku O jest jed-
noczesnie podstawg rOwnoramiennego
trojkata ABC, a punkty K 1 L (rysunek
obok) sa punktami przecigcia ramion tego
trojkata z okrggiem. Oblicz miary katoéw
trojkata ABC, gdy o =100°.

7.20. Z punktu C poprowadzono styczne do okrggu o Srodku Oipro- 4 i
mieniu 5 cm (rysunek obok). Cigciwa AB, gdzie punkty 4 i B sa 0
punktami stycznosci, ma dtugosé 8 cm. Oblicz pole P trojkata ABC.

P
7.21. Z punktu P lezacego na okrggu o promieniu 20 cm
poprowadzono dwie cieciwy, jedna w odleglosci 10 cm, m
a druga 12 cm od $rodka okregu (rysunek obok). Oblicz

dhugosci cieciw i miarg kata, jaki tworzg. Miarg kata po-
daj z dok}adnoscia do 1°.

Tréjkaty
7.22. W trdjkacie prostokatnym ABC (rysunek obok) przypro-
stokatne maja dhugosci 51 12. Z wierzcholka 4 zakreslono tuk 5|/ 5 'D
okregu o promieniu 12, a z wierzchotka B tuk okrggu o promie- N 7

niu 5 i otrzymano punkty E i D. Oblicz dlugoéé odcinka ED. o 12

7.23. W trojkacie rOwnoramiennym miara kata rozwartego pomig¢dzy dwusiecznymi jed-
nakowych katéw jest trzy razy wieksza niz miara kata & zawartego pomigdzy ramiona-
mi trojkata. Oblicz miarg kata o .

7.24. Wykaz, ze kazdy bok trojkata ma dtugo$s¢ mniejsza od potowy obwodu tréjkata.

7.25. Oblicz x, gdy dlugosciami bokéw trojkata réwnoramiennego s liczby:
a) 5,x,7, b) 6,x, 12, ¢) 4, x-2,7, d) 7, x+1, 15.
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7.26. W okregu o Srodku O poprowadzono dwie cigeciwy AB 1 CD,
ktore przecinaja si¢ w punkcie K (rysunek obok). Wykaz, ze troj-
katy AKC 1 BKD sa podobne.

7.27. Pole trojkata ABC jest rowne 200, a podstawa AB ma dlugos¢ 40. Podstawe 4B
podzielono tak punktami K i L, ze |AK|:|KL|:|LB|=1:3:4. Oblicz pola powstatych trojka-
tow: AKC, KLC, LBC. c

7.28. Punkt D jest dowolnym punktem srodkowej CE (rysunek

obok). Wykaz, ze trojkat ADC 1 tr6jkat BCD maja rowne pola. 4 B
E

7.29. W tréjkacie rownobocznym ABC na boku AB obrano tak punkt P, Ze jego odleglos¢ od
boku AC jest rowna 3, a odleglo$¢ od boku BC jest rowna 6. Oblicz dtugos¢ odcinka CP.

7.30. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym, ktorego jeden z katow ostrych ma miarg 30°, wyso-
ko$¢ 1 srodkowa poprowadzone z wierzchotka kata prostego dziela go na trzy katy réwne.

7.31. Zmierzono dwukrotnie kat pod jakim widaé pew-

ng wiez¢ (rysunek obok). Pierwszy pomiar (punkt 4) ,D

dokonany zostat z odlegtosci trzy razy wigkszej niz po- 0

miar drugi (punkt B). Wiadomo réwniez, ze kat pod R

jakim wida¢ wiezg przy pierwszym pomiarze jest dwa e /

razy mniejszy niz przy drugim pomiarze. Oblicz miary p ! |
: : A, a\ B 2a\ Ik |

zmierzonych katow. TR I e

7.32. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, ktérego przeciwprostokatna ma dlugos¢ 10, a wy-
soko$¢ h, poprowadzona z wierzcholka kata prostego na przeciwprostokatna dzieli ja na
dwie czgScix iy w stosunku 1 : 4.

7.33. Do trojkata prostokatnego ABC, w ktorym przyprostokatne majg dtugosci [AC|=5
i |BC|=5+3 , dorysowano tréjkat rtownoboczny ADB. Wykaz, ze trojkat BCD jest prosto-
katny.

7.34. W trojkacie ABC o bokach dhugosci 5, 6, 7, poprowadzono wysokos¢ prostopadia do
boku dlugosci 6. Wykaz, ze wysokos¢ dzieli ten bok ma odcinki, ktorych dlugosci ré6znig
sic 0 4.

7.35. Wykaz, ze liczby a, b,c,gdy a=2n+1, b=2n(n+1), c=2n{(n+1)+1, gdzie ne N*,
s3 dtugosciami bokow trojkata prostokatnego.
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7.36. Wewnatrz trojkata rGwnobocznego o boku a wybrano dowolny punkt P. Wykaz, ze
suma odleglosci punktu P od bokéw tego trojkata jest rowna jego wysokosci A.

7.37. Oblicz pole P trojkata, w ktorym kat o mierze 54° jest zawarty migdzy dwoma boka-
mi trojkata o dlugoéciach 12 cmi 15 cm.

7.38. Oblicz, dla jakiej warto$ci x odcinek DE jest réwﬁolee
gly do podstawy trojkata ABC (rysunek obok).

7.39. Na zewnatrz trdjkata prostokatnego ABC,
w ktérym | 4 4CB|=90° oraz |AC|=5, |BC|=12
zbudowano kwadrat ACDE (patrz rysunek).
Punkt H lezy na prostej AB i |JEHA|=90°. g
Oblicz pole P trojkata HAE i wynik podaj z do-
ktadnos$cia do 0,1.

ot

7.40. Dlugosci bokow trojkata 4BC sa odpowiednio rowne 3,5 cm, 5 cm, 7,2 cm. Obwod
trojkata A4,B,C, do niego podobnego ma dlugos¢ 47,1 cm. Oblicz dlugosci bokow tréj-
kata 4,B,C,.

7.41. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, wyznacz
skale podobienstwa trojkatow ABC i DEF.

7.42. Udowodnij, ze odcinek laczacy srodki dwdch bokéw
dowolnego trojkata odcina trojkat podobny do danego.
Okresl skalg k& podobienstwa.

7.43. W tojkacie ABC poprowadzono Srodkowe AD, BE i CF, przecinajace si¢ w punk-
cie S. Odcinki AD i EF przecinaja si¢ w punkcie M, Oblicz stosunek odcinkéw MS i AD.

7.44. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dlugos¢ 18 cm, a wysoko§¢ CD jest
réwna 15 cm. Punkt D dzieli tak bok 4B, ze |4D|:|DB|=1:2 . Przez punkt P lezacy na
odcinku DB poprowadzono prosta rownolegla do prostej CD, odcinajac od trojkata
ABC tréjkat, ktérego pole jest cztery razy mniejsze niz pole trojkata ABC. Oblicz dhu-
gos$¢ odcinka PB.

7 .45. Na planie w skali 1:1000 obszar lesny ma ksztalt trojka- 12 cm
ta o wymiarach podanych na rysunku obok. Oblicz, ile arow

30°
zajmuje ten obszar le$ny w rzeczywistosci.

18 cm
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7.46. Przyprostokatne trdjkata prostokatnego maja dtugosci 6 i 12. Oblicz promien okregu
stycznego do obu przyprostokatnych o §rodku nalezacym do przeciwprostokatne;j.

7.47. Punkt A lezy na jednym z ramion kata & o mierze 45° i jego odleglo$é od wierzchol-

ka kata jest rowna 5. Oblicz promien r okregu wpisanego w kat i przechodzacego przez
punkt 4.

7.48. W okrag o Srodku O i promieniu 2 wpisano trzy mniejsze 9\
okrggi wzajemnie styczne (rysunek obok) o srodkach odpowiednio
O,, O,, O,. Dwa z tych okregéw przechodza przez punkt O.
Oblicz promieni , najmniejszego okregu. e’

7.49. W trojkat prostokatny rownoramienny ABC wpisano okrag
o srodku O (rysunek obok). Odcinek EF jest styczny do okre-
gu i prostopadty do boku AB. Wykaz, ze |[EF|=|0C]| .

-C
7.50. W okrag o $rodku O i promieniu 13 wpisano trojkat rownoramienny ABC, ktdrego
podstawa jest cigciwa o dlugosci 24. Oblicz pole P tego trojkata.

I. Trzy okregi o $rodkach O, O,, O, i promieniach odpowiednio 2, 3, 5 sg styczne

zewnqtrzme Oblicz obwod L i pole P tréjkata, ktérego wierzcholkami sa srodk1 tych
okregow.

.1 Wykaz, ze stosunek dtugo$ci promienia okregu opisanego do promienia okregu wpi-
sanego w trojkat prostokatny réwnoramienny jest rowny 1++/2 .

7.53. Wykaz, ze promien okrggu wpisanego w trojkat prostokatny o przeciwprostokat-
a+b-c
2

nej c i o przyprostokatnych a, b, wyraza si¢ wzorem r =

7.54. Sprawdz, czy trdjkat o bokach majacych dtugosci:
1° 3,4,5, 2° 5,12,13, 3° §,15,17, 4° 7,24,25
jest prostokatny. Jesli tak, to oblicz:
a) proiien R okrggu opisanego na tym trojkacie,
b) promien r okrggu wpisanego w ten trojkat,
¢) dlugos¢ wysokosci & poprowadzonej z wierzcholka kata prostego,
d) pole P trojkata.
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7.55. Wykaz, ze suma dhugosci Srednic okregu opisanego i okrggu wpisanego w trojkat
prostokatny jest rOwna sumie dhugosci jego przyprostokatnych.

7.56. W trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 5 i 12 wpisano okrag. Oblicz
promien r tego okregu oraz dlugosci odcinkéw, na ktdre przeciwprostokatna zostala po-
dzielona przez punkt stycznosci z tym okrggiem.

7.57. Na okregu o promieniu » =2 opisano trojkat prostokatny, ktérego przeciwprostokat-
na ¢ ma dhlugo$é 10. Oblicz pole P i obwod L tego trojkata.

7.58. Pole trojkata jest réGwne 2543, a jego obwod 10(2+~/§ ) Oblicz dlugos¢ okrggu
wpisanego w ten trojkat. '

7.59. Boki trojkata ABC maja dlugosci |4B|=4, |4C|=|BC|=8. Oblicz promien r okrggu
wpisanego w trojkat ABC i promien R okregu opisanego na trojkacie ABC.

7.60. Boki trojkata ABC maja dtugosci |AC|=|BC|=20, |4B|=12.
a) Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat ABC.
b) Oblicz iloraz :7(—5: , gdzie K jest punktem styczno$ci ramienia AC z okr¢giem wpisa-
nym w trojkat ABC.
c¢) Oblicz dlugosé odcinka KL, gdzie L jest punktem stycznosci ramienia BC z okr¢giem
wpisanym w trojkat ABC.

7.61. Wykaz, ze kazdy trojkat mozna podzieli¢ na tréjkaty rownoramienne.

k
7.62. Prosta k przechodzaca przez jeden z wierzchotkow tréj- ¢
kata ABC dzieli go na dwa trojkaty (rysunek obok). Wykaz, ze b a
promiefi » okregu wpisanego w trojkat ABC jest mniejszy od A D
-~ o B
l\)

sumy promieni okregdéw wpisanych w trojkaty ADC i BDC.

7.63. Suma dlugosci boku a trojkata 1 wysokosci 4 poprowadzonej na ten bok jest rowna
18 cm. Podaj dlugosé, jaka powinien mie¢ bok a, aby pole P tréjkata bylo najwigksze.

7.64. Suma dhugosci przyprostokatnych w trojkacie prostokatnym jest rowna 12. Dla ja-
kich dlugosci tych bokow pole trojkata jest wigksze od 10?
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Czworokaty

7.65. Przekatna BD podzielila czworokat wypukly 4BCD o obwodzie dlugosci 60 cm na
dwa trojkaty. Trojkat ABD ma obwdd rowny 46 cm, a trojkat BCD ma obwéd 34 cm.
Oblicz dlugosé przekatnej BD.

7.66. Wykaz, ze w kazdym czworokacie wypuklym suma przekatnych jest wicksza od
polowy obwodu czworokata i mniejsza od obwodu tego czworokata.

7.67. Uzasadnij, ze w kazdym czworokacie wypuklym przynajmniej jeden kat nie jest ostry
1 przynajmniej jeden kat nie jest rozwarty.

7.68. Oblicz pole P czworokata, uwzgledniajac dane
przedstawione na rysunku obok. Wynik zaokraglij do
jednego miejsca po przecinku.

7.69. Rolnik chcac obliczyé powierzchnie uprawy
rzepaku podzielil ten obszar na trzy tr6jkaty. Wy- 300 m
niki niezbednych pomiaréw naniést na rysunek.

Uwzgledniajac dane przedstawione na planie
obok, oblicz pole P uprawy rzepaku. Przyjmij
V3 =1,7 i wynik podaj w hektarach.

7.70. Oblicz miary katéw i pole czworokata ABCD
przedstawionego na rysunku obok.

1.71. W czworokacie ABCD jego przekatne przecinaja si¢ pod
katem prostym w punkcie E (rysunek obok). Pole trojkata ABE
rowne jest polu trojkata ECD. Wykaz, ze trojkat AED jest podob-
ny do tréjkata CEB.
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Kwadraty
7.72. Romica dugosci przekatnej i boku kwadratu jest rowna 4 cm. Oblicz pole P kwadratu.

773. W tm}kag: mwmmmxeﬁny 0 pﬁdgtawze dhugosei 6 ﬁm i wy%kasm 12 cm W;:sfsane
kwadrat, ktérego dwa wierzcholki leza na podstawie, a gﬁzasta%e na ramionach trojkata.
Oblicz diugﬁsc baku kwadram

7.74. Do bokéw kwadratu ABCD dorysowano &é}k@t réwnoboczny CDE oraz kwadrat
CBHG. Wykaz, ze trojkat DGE jest prostokatny.

D e 1

7.75. Czworokaty ABCD i APQR sa kwadratami (rysunek /| @
obok). Udowodnij, z¢ |[BP|=|DR|. RIS

7.76. W kwadrat 4BCD o boku dhugosci 4 wpisano pieé ksa?aé
dratow, jak przedstawiono na rysunku obok. Oblicz pole P
i obwod L figury wyrdznionej kolorem.

7.77. Na klombie w ksztalcie kwadratu o boku 6 m poprowa-
dzono §ciezke o szerokosci 50 cm, tak jak przedstawiono na -
rysunku obok. Na pozostalym obszarze zasiano: w czgdci we-
wngtrznej klombu kwiaty, a w czgsci zewngtrznej trawe. Oblicz
pole czesci klombu wyréznionej kolorem na rysunku.

7.78. Przez $rodki bokow i wierzchotki kwadratu ABCD po-
prowadzono proste tak, jak na rysunku obok. Jaka czgscig pola
calego kwadratu jest pole zacieniowanej figury wyrdznionej
kolorem? "

A H B

7.79. W kwadracie o boku dtugosci 1 zawarty jest trojkat o bokach aib oraz kacie miedzy
nimi miary o . Uzasadnij, Ze warto$é pola P trojkata jest niewigksza od warto$ci sinar .

7,80, Uzasadnij, ze pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu » jest dwa razy mnigj-
sze niz pole kwadratu opisanego na tym okregu. :
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T.E1. W kwadrat o boku 10 cm wpisano aicmg ()bhcz .
dmgc:rsa L tego okrggu. . ‘

% 3 ;:mle P figury, ktéra jest ograniczona brzegwm kwadratui ﬁkrﬁ’ggim 1}0 ﬁhhcxﬁn przyi-
zmj =314.

7.82. W akragg 0 promieniu » wpisano kwadrat i na tym samym akrggu opisano trojkat
réwnoboczny. Oblicz dhugosé prﬁmtmm ﬂkrggu wxedzegt: ze suma dh;gaém boku Icwac}m»
tu i boku &ﬂjkqta mwmbmznega jest rtowna 12

Pmstokqty

t

B3 f’awzermhma pmst{}kaétmg dzm%kx budmwlaﬂﬁg gast rowna 1540 m” . Oblicz wmaxy
teg dziatki wiedzac, ze rdznig sie one 0 9 m. :

.84 Pangtwa Kammgay kupﬂz pro&takz;tmi dzmikq pod bﬁdﬂwg dc}ma i agmdmh ja.
Zamamh metalowa brame o szerokoéci 5 m i furtke o szerokosci 1 m. Na pozostaly
- czgsC ogrodzenia zuzyli 122 m siatki. Oblmz
2} obwod L dziatki. |

it} wymiary dzialki, wiedzac, Ze stosunek s&s&eémch bakéw dziadki jest rbwny 3 : 5.

7.85. Dwa prostokaty sa podobne w skali 1:4. Suma dlugo$ci dwoch réz%ayah bokéw jed-
nego z prostokatéw jest rowna 80 ¢m, a réznica dlugosci dwoch réznych bokoéw drugiego
- prostokata jest rowna 40 cm. Oblicz dlugosci bokéw i pola kazdego z prostokatow.

7.46. Tréjkat ABC i prostokat ABEF maja wspolny bok 4B = | - "’ﬁ f% o
(rysunek obok). Wykaz, ze pole trojkata ABC jest rOwne F @ i”\% E
p{}lﬁ prostokata ABEF, gdy loc|= 1013% R - A Y

S ‘ . - A* o} B

7.87. Prostokat ABCD ma t¢ wiasnosé, ze po fnz&zi&l@ﬂiu ga na dwa przystajace prosto-
katy, kazdy z nich jest p{}dﬁbny do pmstﬂk@ta ABCD. Wykaz Ze skala & podobienstwa

;eﬁt réwna —

7.88. Punkt M lezy wewnatrz prcstﬂk@ta EBCB
(rysunek obok), Wykaz, ze |
- |AM[ +|cMP =|BMP +|DMF

-
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7.89. W polokrag o promieniu » =8 wpisano tak prostokat ABCD, ze wierzchotki 4 i B
leza na $rednicy okregu, a wierzchotki C i D na pélokregu. Oblicz pole prostokata, wie-
dzac ze stosunek dhugosci jego bokdéw AB i BC jest rtowny 2.

7.90. Szyba w oknie ma ksztalt prostokata o obwodzie 4 m. Jakie sg jej wymiary, jesli
wiadomo, ze jej pole P jest najwieksze z mozliwych? Oblicz to pole.

7.91. Ogrodek w ksztalcie prostokata, przylegajacy do muru, jest z trzech stron ogrodzony
siatkq o dtugoci 24 m. Jakie sa wymiary ogrodka, jesli wiadomo, Ze jego pole powierzch-
ni jest najwieksze z mozliwych?

7.92. Drut o dlugosci 1 m przecigto na dwie czgéci. Pierwsza czgs¢ wygigto tak, ze utwo-
rzyta ramke w ksztalcie kwadratu, z drugiej czgsci utworzono ramke w ksztalcie prosto-
kata, w ktorym jeden bok byt dwa razy dtuzszy od drugiego. Podaj dlugo$¢ kazdej z cze-
§ci drutu, jesli wiadomo, Ze suma p6l powstatych figur ograniczonych ramkami jest naj-
mniejsza z mozliwych.

7.93. W trojkat o podstawie dugoséci 10 i wysokosci dlugosci 6 poprowadzonej do podsta-
wy wpisano prostokat tak, ze jeden z jego bokéw zawiera si¢ w podstawie. Oblicz mak-
symalne pole P prostokata.

Réownolegtohoki

7.94. Boki réwnolegloboku maja dtugosci 8 cm i 15 cm, a kat ostry ma miarg o . Oblicz
pole P réwnolegloboku, jezeli:

a) Sma— m-—l b) cosc. =l c) cosa-—_-g.
15 ’ 4’ 5 .

7.95. Diugosé jednego z bokéw réwnolegloboku jest réwna 14. Wysokos¢ réwnolegtobo-
ku poprowadzona z wierzchotka na ten bok dzieli go na potowy. Jeden z katow rownole-
globoku ma miar¢ a . Oblicz pole P i obwé6d L réwnolegloboku, gdy:

a) ¢ =45°, b) o =60°, ¢) a=150°.

7.96. Kat ostry réwnolegloboku ma miarg 60°. Odleglosci punktu przecigcia sig przekat-
nych réwnolegloboku od jego bokow sa odpowiednio rOwne 543 i 24/3 . Oblicz pole P
i obwdd L tego rownolegloboku.

7.97. W rownolegloboku ABCD (rysunek obok) wyso-

D b C
ko$¢ B, =2cmi h, =4 cm. Wiedzac, ze obwdd L row- %}F h\l\\ By /
nolegioboku ma dlugo$¢ 48 cm, oblicz dlugosci jego A ul z/ B

c\/ d

bokow.

#
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7.98. Wykaz, ze jezeli w réwnolegloboku 4ABCD D C
(rysunek obok) dhugosci bokéw spelniaja warunek f: hyp /
A bl
|AB|>|BCI,t0 hAB <th- A\\\ ///B
A Ve
N /7
7.99. W dowolnym czworokacie laczymy $rodki bo- hyc N’

kow. Udowodnij, ze:
a) otrzymana figura jest r6wnoleglobokiem,
b) pole réwnolegloboku jest r6wne polowie pola czworokata.

7.100. Bok rombu ma dlugo$¢ 4 cm, a jeden z jego katéw ma mi;rq 60°. Oblicz pole P
1 dhlugosci przekatnych rombu.

7.101.Wysokos¢ 2 rombu dzieli jeden z jego bokdéw na odcinki o dlugosciach 12 1 10.
Oblicz pole P rombu i promien r okregu wpisanego w ten romb.

7.102.Réznica diugosci przekatnych rombu réwna jest 2 cm. Wiedzac, ze obwdd tego
rombu ma dhugos¢ 116 cm, oblicz dlugosci przekatnych.

7.103.Z klombu w ksztalcie rombu o polu 60 m? wydzielono cze§é prostokatna (Yfaczac
srodki bokéw rombu) pod uprawe réz. Czy wystarczy 1 opa-
kowanie nasion (1 opakowanie na 25 m” ) na zasianie trawy
na obszarze wyrdznionym kolorem na rysunku obok?

Trapezy

7.104. Wysoko$¢ trapezu rOwnoramiennego jest dwa razy krotsza niz dhugos¢ jego ramie-
nia. Oblicz miary katow w tym trapezie.

7.105.Punkt X lezy na ramieniu BC trapezu ABCD, w ktérym
AB||CD (rysunek obok). Udowodnij, ze kat ¥ jest rOwny
sumie katow o i .

7.106. W trapezie ABCD punkt E jest srodkiem odcinka AD. D — C
Udowodnij, Ze pole tréjkata BCE jest rOwne sumie pol trojka- Eé 5
tdw ABE 1 ECD (rysunek obok). A B

7.107.Pole trapezu réwnoramiennego jest réwne 39+/3 cm?. RamiQ dhugosci 63 cm
tworzy z dluzsza podstawa kat o mierze 30°. Oblicz obwod L trapezu i dhugo$¢ d prze-
katnej trapezu.
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7.108. W trapezie ABCD boki rownolegle maja dtugosci 44 i 16, a boki nierdéwnolegte 17
i 25. Oblicz pole P tego trapezu.

7.109. W trapezie rGwnoramiennym przekatne o dtugoéciach 14 cm tworza z podstawami
katy o mierze 60° i przecinaja si¢ w punkcie K, dzielac si¢ w stosunku 3:4. Oblicz pole P
frapezu.

7.110. Wykaz, ze punkt przecigeia si¢ przekatnych trapezu o podstawach a i b, gdzie

a > b, dzieli te przekatne w stosunku g— .

7.111. Podstawa trapezu wpisanego w okrag o promieniu 10 jest Srednicg tego okregu.
Kat ostry trapezu ma miarg 60°. Oblicz pole P i obwod L tego trapezu.

7.112. W trapezie rownoramiennym o kacie ostrym 45° suma dtugosci wysokosci A i dhuz-
szej podstawy a jest réwna 16. Dla jakich dtugosci bokow trapezu jego pole bedzie mak-
symalne? Oblicz pole P i obwod L tego trapezu.

Wielokaty

7.113. Liczba przekatnych wielokata wypuktego, w ktorym jest #n bokow i n>3 wyraza

si¢ wzorem P(n)= n(n2— 3) :

a) Oblicz, ile bokéw ma wielokat wypukty, w ktorym jest o 19 przekatnych wigcej niz w
wielokacie wypuklym majacym o 2 boki mniej.

b) Oblicz, ile bokéw ma wielokat wypukty, w ktérym liczba przekatnych jest dwa razy
wieksza niz liczba bokdow.

¢) Sprawdz, czy prawdziwe jest stwierdzenie: ,,Kazdy wielokat wypukly o nieparzystej
liczbie bok6w ma nieparzysta liczbg przekatnych”.

7.114. Wielokat foremny ma 20 przekatnych. Oblicz miarg jego kata wewnegtrznego.

7.115. Sume S katéw wewnetrznych n-kata wypuklego mozna opisa¢ wzorem
S(n)=180°-n—-360°,gdzie n>2 i ne N .
a) Ile bokéw ma wielokat, ktérego suma katéw wewnetrznych jest rowna 900°?
b) Oblicz, ile bokéw ma wielokat, ktérego suma S katow wewngtrznych spelnia waru-
 nek 1400°< § <1500°.



7. Planimetria 129

7.116. Dlugosci obwodéw wielokatow podobnych sa w stosunku 5:3. Suma pél tych wie-
lokatéw jest rowna 544. Oblicz pole kazdego z wielokatow.

7.117. Na szesciokacie foremnym opisano okrag i w ten sam sze$ciokat wpisano okrag.
Pole powstalego piericienia kolowego jest réwne 27 . Oblicz pole P tego szeSciokata.

7.118. Oblicz, dla jakiej warto$ci x pole wielokata A
(rysunek obok) jest réwne polu wielokata B. 3. ALl 2x B X

Zadania zamkniete — planimetria
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidlowq.)

1. Suma miar kata srodkowego i kata wpisanego, opartych na tym samym huku, jest réwna
150°. Kat srodkowy ma miare:
A) 50°, B) 75°, C) 90°, D) 100°.

2. Jezeli miara kata o (rysunek obok) jest rowna polowie miary
kata wpisanego opartego na $rednicy, to suma miarkatéow o, B, v
jest rOwna:

A) 45°, B) 90°, C) 135°, D) 180°.

3. Katy wskazane na rysunku obok maja rowne miary.
Zatem kat 4AOB ma miare:
A) 100°, B) 110°,
C) 120°, D) 130°.

4. Na trojkacie rownoramiennym ABC opisano okrag o srodku O
(rysunek obok). Jezeli |4C|=|BC]| i kat CAO ma miarg 20°, to
miara kata OAB jest rowna:

A) 30°, B) 40°, C) 50°, D) 60°.

3. Kat migdzy cigciwg AB a styczna do okrggu o §rodku O
(rysunek obok) w punkcie 4 ma miare 70°. Zatem kat o
ma miare;

A) 120°, B) 140°, C) 152°, D) 160°.




130 7. Planimetria

6. Cicciwa okregu o promieniu 41 cm ma dlugo$é 80 cm. Odleglos¢ srodka okrggu od tej
cigciwy jest rOwna:
A) 5cm, B) 9 cm, O 12 cm, D) 15cm.

7. Z punktu 4 lezacego na okrggu o $rodku O poprowadzono dwie prostopadte do siebie
cigciwy o dtugo$ciach 4 i 6. Pole kota ograniczonego tym okregiem jest rowne:
A) 137, B) 207, C) 40r, D) 52« .

8. Odcinek MN przechodzi przez $rodki czte-
rech stycznych okrggéw (rysunek obok), z kto-

rych kazdy nastgpny (liczac od lewej strony) MG . N
ma promien dwa razy wigkszy. Wynika z tego, w
ze stosunek P—M jest rowny:
[MN]
NS B) - O D) -+
10 8’ 2’ 15°

9, Obwdd figury wyr6znionej kolorem na rysunku obok jest rowny:
A) 2, B) 2n+3, '
C) 4r, D) 47 +6.

10. Wierzchotek O trojkata rownoramiennego AOB (rysu-
nek obok), jest srodkiem kota o promieniu 6. Pole figury
wyrdznionej kolorem jest rowne:

A) gn, B) 4r, O) 5r, D) 6x.

11. Pole figury wyrdznionej kolorem na rysunku obok jest rowne:
N 2@, B rE-2),

0) %rz(ZJr—l), D) %#(37:—2).

12. Stosunek pola kola o promieniu 7 do pola pierScienia kotowego
wyrdznionego kolorem na rysunku obok, jest rOwne:

1 1 1 1
N, B3 07, D3
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13. Okregi przedstawione na rysunku obok sa wspélsrodkowe, a od-
cinek 4B majacy dhugosc¢ 20 jest styczny do mniejszego z okregow.
Pole pierScienia ograniczonego tymi okregami jest rowne:

A) 4007 , B) 300x C) 200r , D) 100x .

14. Na rysunku obok miara kata 8 jest rowna:
A) 60°, B) 70°,
C) 80°, D) 110°.

15. Miara kata o przedstawionego na rysunku obok jest réwna:
A) 60°, B) 65°, C) 70°, D) 75°.

16. Jezeli ¢, 3, (cr+45°) sa miarami katow trojkata, to miara najwigkszego kata w tym
trgjkacie jest rowna:

A) 27°, B) 63°, C) 72°, D) 81°.
. : T . . .a—-1° B y+l1°

17. Jezeli @, B, y sa miarami katéw tréjkata, to warto$é wyrazenia T—+-:2—+ 3
jest rowna:

A) 90°, B) 180°, C) 270, D) 360°.

18. Jezeli katy «, B, ¥ tréjkata ABC spelniaja warunki: y =80°, <
io=2y-2f,to miarakata B jest réwna: &
A) 20°, B) 30°, C) 45°, D) 60°. ALL £\ p

19. Odcinek CD jest $rodkowa boku AB trojkata ABC (rysunek obok).

Jezeli |CD|=|DB|, to miara kata ACB jest réwna: \
A) 45°, B) 60°, C) 90°, D) 100°. A \D B

20. Kat migdzy ramionami trojkata réwnoramiennego ma miare 40°. Wysokoéé tego troj-
kata poprowadzona do ramienia tworzy z podstawa kat o mierze:
A) 20°, B) 40°, C) 50°, D) 70°.

21. JeSli w trojkacie rtownoramiennym stosunek miary kata @ zawartego miedzy ramio-
nami do miary kata 8 przy podstawie trojkata jest réwny 1:4, to kat S ma miare:
A) 20°, B) 40°, C) 60°, D) 80°.
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22. Na rysunku obok trojkaty ABC i DAC sa rbwnoramienne 1 przy-
stajace. Wynika z tego, ze miara kata CEB jest rOwna:
A) 20°, B) 30°, C) 40°, - D) 50°.

23. Trojkaty ABC i BCD sa rGwnoramienne (rysunek obok),
przy czym |4AC|=|BC| i |DC|=|DB|. Wynika z tego, ze
miara kata o jest rOwna:

A) 38°, B) 66°, C) 71°, D) 76°.

24. Kat miedzy dwusiecznymi katdéw « i  (rysunek obok), ma
miarg 110°. Kat ¥y w tym trojkacie ma miarg:
A) 30°, B) 40°, C) 45°, D) 70°.

25. Jezeli boki trojkata maja dhugosci x, 101 13, to prawdziwa jest nierOwnos¢:
A) 3<x<23, B) 3<x<13, C) 10<x<13, D) 13<x<23.

26. Wysokos¢ trojkata prostokatnego poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dhu-
go$¢ 3 i dzieli przeciwprostokatna na dwa odcinki, z ktorych jeden ma dtugos¢ 1. Prze-
ciwprostokatna tego trojkata ma dtugosc:

A) 7, B) 9, O) 10, D) 12.

27. Dhugosé odcinka DB w trojkacie ABC (rysunek obok)
jest rOwna:

A)—‘gz, B)%, C) V2, D) 24/2.

28. Odcinki BC i DE sa rownolegle. Jezeli odcinki AC, DL
CE, BC maja dtugosci takie, jak przedstawiono na rysun- B
ku obok, to dlugos¢ odcinka DE jest rOwna: y 5
A) 8, B) 10, C) 15, D) 18. 3Cl 6 E
C

29. Odcinek DE jest rownolegly do podstawy trdjkata ABC
(rysunek obok). Dlugos¢ odcinka DC jest rowna:
A) 14, B) 12, O 9, D) 3. 4
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30. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym ABC popro- B
wadzono odcinek DE prostopadty do boku AB (rysunek obok). E
Jezeli |BD|=2, to odcinek DE ma dtugos¢: | D
A) V2, B) V3, O 2, D) 2v2. o 4

31. Liczby v75, V108, +147 sa dlugo$ciami bokéw trojkata ABC. Tréjkatem podob-
nym do trojkata ABC jest trojkat o bokach dlugosci:
A)V5,V6,V7, B) 5,67, C) 25, 36, 49, D) 75, 108, 147.

32. Trojkat réwnoboczny ABC o boku 6 podzielono na 18 trojka- ¢
tow prostokatnych w sposob przedstawiony na rysunku obok.
Suma pél trojkatow wyrdznionych kolorem jest rowna:

A)9v3,  B) 643, C) 6, D) 3V3. 4

B

33. Obwod trojkata prostokatnego o bokach dlugoéci x, 2x+4, 3x—4 jest réowny 60.
Pole tego trojkata jest rOwne:
A) 120, B) 130, C) 240, D) 260.

34. Obwdd trojkata jest rtowny 320 cm i jego pole 320 cm? . Promien kota wpisanego w ten
trojkat jest rowny:
A) 20, B) 16, C) 8, D) 2.

35. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym ABC (ry-
sunek obok) bok CB skrocono o 4, a bok C4 wydtuzono
0 4 1 otrzymano tréjkat prostokatny DEC. Wynika z tego,
ze rdznica pol trojkatéow ABC 1 DEC jest rOwna:
A) 2, B) 4, C) 8, D) 12.

36. W czworokacie ABCD (rysunek obok) suma
o+ fB+y+0 jestrowna:
A) 90°, B) 180°, C) 270°, D) 360°.

37. Miary katdéw czworokata przedstawiono na rysunku
obok. Wynika stad, Zze miara kata o jest rOwna:
A) 36°, B) 40°, C) 45°, D) 50°.
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38. Stosunek miar katow czworokata jest rowny 1:2:3:4. Zatem najwigkszy kat tego wie-
lokata ma miare:

A) 112°, B) 120°, C) 144°, D) 160°.

39. Dlugoéé odcinka x w czworokacie 4BCD (rysunek obok) D_3 -~
jest rbwna: 3 J7
A) 3, B) 4, C)5 D)7 A— 5

40. Kwadrat ABDE i trojkat rtownoboczny BCD maja wspol- E D
ny bok BD (rysunek obok). Miara kata o jest rowna: = ¢
A) 15°, B) 20°, C) 25°, D) 30°. == Z

41. Z wierzchotka D kwadratu ABCD o boku 4 poprowadzo- D N C
no odcinki laczace ten wierzcholek z $srodkami wszystkich
bokow kwadratu (rysunek obok). Suma dhugosci odcinkéw K L M
DK, DN, DL, DM jest rOwna:

B
A4, B)2+v5, CO)8JZ, D) 4+45. A=
5

42, Pole trojkata prostokatnego wyrdznionego kolorem na ry-
sunku obok jest rowne -;- pola kwadratu o boku dlugosci 5.
Odcinek x ma dlugosé:

A) V10, B) 3, C) V5, D) 2.

43. Kwadrat jest wpisany w okrag o promieniu 27 . Wynika z tego, ze obwdd kwadratu
jest rowny:
A) 421, B) 6271, C) 8V2rx, D) 1027 .

44. Przekatna kwadratu K ma dhigoéé 2+2, a obwod kwadratu M ma dhugosé 16+/2 .
Skala podobienstwa kwadratu M do kwadratu X jest réwna:

A) V2, B) 22, C) 4, D) 4V2 .

4S. W okrag o srodku O i promieniu 6 wpisano kwadrat. Obwaod figu-
ry wyr6znionej kolorem na rysunku obok jest rowny:

A) 6v2 +3r, B) 62 +6m,
C) 1242 +3x, D) 12V2 +67 .
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46. Na kwadracie o boku dlugosci 1 opisano okrag. Pole kota ograniczonego tym okre-
giem jest rOwne:

J_ .
A)%, B)—zgir, O, D) V2r.
47. Kolo jest wpisane w kwadrat. Stosunek pola kota do pola kwadratu jest rowny:
(4 (4 4
A) —, B) —, C —, D) z.
) 5 ) % O ) 7

48. Kolo jest wpisane w kwadrat. Jezeli obwod kwadratu ma dtugosé 47z, to obwdd kola

jest rowny:
2 2 3
T T ) (4
A) — — C =
) B) -, ) 7%, D) -

(3
49. Na kwadracie opisano okrag. Jezeli okrag ma dlugos¢ 3 to pole kwadratu jest rowne:

V2 1 V2 1
A) —, B) —, C) —, D) -.
) S ) > ), ) 3
r r
30. Pole figury wyrdznionej kolorem na rysunku obok jest réwne: 2 2
r’ n’
A) n°——, B) n°——, '
. 4 2
2
C) nzm%, D) n° -n?.

51. Jezeli prostokat A i trojkat rOwnoramienny B (rysu-
nek obok) maja réwne obwody, to dlugos¢ odcinka x jest
réwna: 3,3 |

A) 5,5, B) 6, O 7.5, D) 11.

52. Prostokat ABCD, wpisany w okrag o §rodku O i promieniu 9, |
podzielono dwoma prostopadtymi odcinkami na cztery przysta- |
jace prostokaty (rysunek obok). Dhugo$¢ odcinka x jest rowna: T /

|

A) 410, B) 12, C) 9, D) 8.

53. W prostokacie ABCD przekatna BD jest dwa razy dhuzsza D —% C
niz bok AD (rysunek obok). Miara kata @ jest rowna: <.

A) 30°, B) 45°, C) 60°, D) 75°. y "a\ BN
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54. Prostokatna dziatka ma wymiary 28 m x 32 m. Obwod tej dzialki na planie w skali
1:200 ma dlugosc¢:

A) 120 cm, B) 60 cm, C) 50 cm, D) 30 cm.
8
55. Pole figury wyr6znionej kolorem na rysunku obok jest rowne: 4I e
1
A) 16, B) 21—, C) 32, D) 48.
) ) 213 ) ) { g

56. Roznica miar dwoch sgsiednich katéw wewnetrznych rownolegloboku jest réwna 30°.
Kat rozwarty tego rownolegloboku jest rowny:
A) 105°, B) 115°, C) 125°, D) 135°.

57. Ile osi symetrii ma dowolny romb?
A) Nie ma osi symetrii. B) Ma jedna 0§ symetrii.
C) Ma dwie osie symetrii. D) Ma cztery osie symetrii.

58. Styczne do okrggu poprowadzone przez wierzchotki prostokata wpisanego w okrag
tworza.:
A) prostokat, B) kwadrat, C) trapez, D) romb.

59. Obwdd rombu ma dlugos$¢ 32, a promien okregu wpisanego w ten romb jest rowny 2.
Kat rozwarty tego rombu jest rOwny:

A) 180°, B) 150°, C) 135°, D) 120°.
60. Odcinki taczace Srodki sasiednich bokéw rombu tworza czworokat, ktory jest:
A) rombem, B) prostokatem, C) kwadratem, D) trapezem.
D J C

61. Pole trapezu ABCD przedstawionego na rysunku obok jest rowne:

A) %\6 : B) 39?, C) 39, D) 78.

|
|
|
|
60° |
A3E 5 B

62. Stosunek dlugosci ramion trapezu prostokatnego jest rowny 2:1. Miara kata rozwarte-
g0 tego trapezu jest:
A) mniejsza od 120°, B) réwna 120°, C) rowna 150°, D) wigksza od 150°.

63. W trapezie rownoramiennym (ktory nie jest rOwnoleglobokiem) r6znica miar katéw
wewngetrznych lezacych przy jednym z ramion jest rowna 50°. Miara kata rozwartego
tego trapezu jest rOwna:

A) 115°, B) 90°, C) 80°, D) 65°.
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64. Trapez ABCD przedstawiony na rysunku obok jest row-
noramienny. Pole tego trapezu jest rowne:
A) 96, B) 128, C) 132, D) 256.

65. Jezeli ramiona trapezu o dlugosci x i y sg $rednicami okrggdw stycznych zewngtrznie,
to suma dlugosci podstaw tego trapezu jest rGwna:

x+y xX+y

A) 3 B) 7 C) x+y, D) 2x+2y.
66. Z wzoruna pole P= ath h dhigo$¢ podstawy b trapezu okresla wyrazenie:
2P—ah 2P+ah —2P—-ah P-2ah
A , B , ) —, D :
) h ) h ) h ) h

67. Plan kwadratu o polu 102 km? w terenie jest na mapie kwadratem o polu 102 cm?, gdy
skala mapy jest rOwna:

A) 1:1000, B) 1:10000, C) 1:10°, D) 1:10°.

68. Jezeli dwa czworokaty podobne maja pola 25cm? i 50 cm?, to skala podobienstwa k
jest rowna:

A) 4, B) 2, C) V2, D) —2.

69. Na planie w skali 1:2000 pole dziatki w ksztalcie trapezu jest rowne 25 cm?. Po-
wierzchnia tej dziatki w rzeczywisto$ci jest rowna:
A) 5 ardw, B) 10 arow, C) 50 arow, D) 100 arow.

70. Jezeli suma miar katoéw wewnetrznych wielokata foremnego jest rowna 1080°, to
wielokat ten ma:

A) 11 bokéw, B) 10 bokéw, C) 8 bokéw, D) 7 bokow.
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Odpowiedzi i wskazowki

7.1. a) a=50°, B=130°, y=140°, b) a=B=59°. Wskazowka. a) & =%-100° =50° (kat wpisany

1 $srodkowy oparte na tym samym tuku), kat BOD oparty na luku B4D ma miare 360°—100°=260°,

B =%|<I BOD|=130°, |4 DOF|=180°-100°=80° (katy przylegle), kat DOF oparty na luku DBF ma miare
360°-80°=280°, ¥ =-;—|<1 DOF|=140°.

7.2. 50°, 50°, 80°. Wskazowka. |3 AOC|=180°-2-40°=100° (trojkat 40C jest rownoramienny),

| ABC]| =%-100° =50° (kat srodkowy i kat wpisany oparte na tym samym tuku), |3 CAB|=|3 ABC|,

| ACB|=180°—-2-50°=80°.

7.3. |94 BDC|=45°, |3 CBD|=45°, |3 BCD|=90°, {4 DAB|=90°, |4 ABD|=60°, |4 ADC|=75°,

|9 ABC|=105°.

74. a=40°. Wskazowka. |3 BCD|=30° (kat migdzy styczna do okregu a cigciwa),

|9 CBD|=180°~70°=110°. .

7.5. a0=100°. Wskazowka. |3 EOC|=2-70°=140° (kat srodkowy i kat wpisany oparte na tym samym
luku), |3 AOB|=140°—-(40°+20°)=80°, a =360°—(2-90°+80°)=100°.

7.6. Wskaziwka. a) |94 AOC|=2{4 ABC|=140° (kat srodkowy i kat wpisany oparte na tym samym huku).
Korzystamy z wiasnos$ci sumy miar katéw w czworokacie AOCD. b) Odcinek AC jest srednica okregu,
wigc tréjkaty ABC i ADC sa prostokatne. Stosujac w nich twierdzenie Pitagorasa otrzymamy sprzeczno$é.

7.7, Wskazowka. a) |9 ACO,|=|3 BCO,| jako katy wierzchotkowe.
Trojkaty ACO, i BCO, sa réwnoramienne, wiec
|4 0,AC|=|2 O,C4] i |3 BCO,|=|4 CBO,|.

Z sumy katow w trojkacie |¢ AO,C|=|3 CO,B| c.nu

7.8. Wskazéwka. Katy CDB i COB to kat wpisany i kat §rodkowy oparte na tym ¢ ”\
B
samym tuku, a zatem |3 CDB|= -;—|<I COB|=45° . Na wspélnym tuku oparte s katy »
wpisane CDB i CAB, a poniewaz |[AC|=|CB}, to |4 CAB|=|3 CBA|=45°, stad 4 /<
‘ D

|4 CDB|= |3 ADC|=45°. Zatem odcinek CD dzieli kat ADB na polowy c.n.u.

7.9. a) |4B|=80cm, b) |4B|~74,6cm.
b) W trdjkacie O,PO,: |PO|’ =i0,0,]" -|PO,f,
czyli |POf =827 —(r, +n,).

Wskazéwka. a) W trojkacie O,PO, :
|P02|2 =|0102|2 “"P01|2 , ezyli ]POZIZ =82° ~(r-n ).
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7.10. r=15. Wskuzdwka. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
W trojkacie 0,40,: |0, 4] +|40,* =|0,0,, czyli 24
(24+12Y +r* =(24+rY.

711, P=4225r cm?. Wskazowka. Cigciwy sa przyprostokatnymi trojkata prostokatnego.
2 2.2
712, Wskazowka. 2mr=4a , stad a=% . mrr>a’, czyh zrt >(%) , stad wr® > nr

7.13. a) |4B|=5v3cm, b) P=1534cm?. Wskaziwka. b) W trojkacie prostokatnym BCO

R 2 1l . (J4BIY _ 2 (SY
mamy: 1° |OB|" =|0C|" +|CB|", czyli - =5— 5 stad |AB|=5+3,

: CB| . J3
2° a=l—, li sina=—/, skad ax=60°.
sin 0B czyli 5 ska

Pole P, wycinka kota o kacie $rodkowym 2a: B =nr’ -% ,czyli A= %ﬂ:r2 . Pole P tréjkata AOB:
25V3

P, =—;—|AB|-|OC| ,czyli B, = . Pole odcinka kola: P=PR—-P,.

714, P=45gcm®, L=(6+6m)cm. Wskazéwka. Pole figury réwna sig réznicy pola wycinka kota o kacie
srodkowym 90° 1 polowy kola o promieniu 3.

715. P=4(4-7). 7.16. P=1003.

717. @=30°. Wskazowka. |4 OAB|=|4 OBA|=20°, |04|=|0B|=|BC|, wigc trojkaty AOB i BOC sa
réwnoramienne. W tréjkacie BOC: |3 OBC|=180°-20°=160°, |3 BOC|= w =10°.

W tréjkacie AOB: |3 AOB|=180°-2-20°=140°. Zauwazamy, ze o+ |3 AOB|+|3 BOC|=180°.

718. a=30°. Wykuzowka. Trojkat ACO jest prostokatny. Poniewaz {BO|=|CO| =%|AO| , wigc

|4 BOC|=60°, stad |3 OBC|=|3 OCB|=60°.

7.19. 40°,70°, 70°. Wskuzéwka. |4 AOK|=|4 LOB|=40°. W trdjkacie AKO: ¢

180°—-40° _

|4 KAO|=|3 OK4|= 70°.

7.20. P=21§ em’. Wskazowku Zauwazamy, ze |[OD|=3 (tréjkat pitagorejski 4DO). A4 m B

W trojkacie prostokatnym CAQO wysoko$é AD speinia warunek |4D|” =|0D|-|DC|,
stad |DC| = ? :

7.21. 20+/3 cm, 32 cm, okolo 67°. Wskuzéwka. W trojkacie prostokatnym PAO
obliczamy |4P|=+20%-10° i sina = % . W tréjkacie prostokatnym POB obliczamy
|BP|=+20%-12% i sin B =%.

1.22. |ED|=4. Wskazowka. W trbjkacie ABC: }AB|=|BC] +|ACI , czyli |4B{=13 . Zauwazamy, ze
|AB|=|AE|+|BD|-|ED|, czyli 13=12+5-|ED|.
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7.23. a=36°. isiuzdwhae. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok i z warun-
ku zadania mamy |9 4ADB|=3|34 ACB| oraz w trojkacie ABC: a+2=180°.

180°- 8 =3 .
Zatem , skad 180°-8=3(180°-28), czyli B="72°.
{a=180°—2ﬁ 2 B=3(180°-2), czyli B

7.24, i\t de. Z warunku, Ze bok trojkata jest mniejszy od sumy pozosta- 4 4

tych bokéw, np. a<b+c, mamy a+a<a+b+c, skad a<%(a+b+c) c.n.u.

7.25.a) x=5 lub x=7, b) x=12, ¢) x=6 lub x=9, d) x=14. [I"fu-duk: Sprawdzamy warunck
a+b>c. a)1° gdy x=5, to boki trojkata 5, 5, 7 spelniaja warunek, 2° gdy x=7, to boki trojkata 7, 7, 5
spetniaja warunek, b) 1° gdy x =6, to boki trojkata 6, 6, 12 nie spelniajag warunku, 2° gdy x=12, to boki
trojkata 6, 12, 12 spehniaja warunek.

7.26. it shumonka |4 AKC|=|4 DKB| (katy wierzchotkowe), |4 ACD|=|4 ABD)| (katy wpisane oparte na
tym samym luku). Zatem A AKC ~ A BKD (cecha kk) c.nu.

127, P, ixc =25, Poyyc =175, Py1pc =100. liskaziwka Z warunkéw zadania C
otrzymamy trojkaty: ABC, AKC, KLC, LBC o podstawach odpowiednio dhugosci: i
2-P
40, l-40, é-40, 240 takiej samej wysokosci h, gdzie h =245 |
8 8 8 |AB| y | B

czyli h=10. K L

7.28. hazoudo. Zauwazamy, ze trojkaty ADC i BCD maja boki AD i DB tej samej dugosci i wspélny

bok CD. Zatem Fy ypp =Fypap> Fauec = Fapscs Paanc =Pausc —Paszp 1 Papsc =Pagsc —Pagap cnou.

7.29. |CP|=2v21. iikazowko. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok.

1° W tréjkacie PDA: tg60° =ﬁ, stad |[4D|=+/3 i sin60° =ﬁ, stad [4P|=243,

=|T‘;, stad [BP|=4+/3 .

A
W tréjkacie ABC mamy |AD|+|DC|=|4P|+|PB|, stad |CD|=|4P|+|PB|—|AD|=53 .

2° w trojkacie BEP: sin60°

Dhugos¢ odcinka CP obliczamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata PDC.

7.30. il kazorvia. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok, gdzie c
odcinek CE jest §rodkowa, poprowadzong z wierzchotka kata prostego
a odcinek CD jest wysokoscig trojkata 4BC. Zauwazamy, ze |AC|= —|AB]

60°\ I3 3
(bo sin30° = || Cll ) i |AC|=|4E| (bo |4E|= —|AB| ), wige trojkat AEC jest A R " p
trojkatem réwnobocznym, zatem odcinek CD jest rowniez wysokoscia trojkata rownobocznego AEC c.n.u.
D
7.31. 30° i 60°. ii.io-owcko Z warunkow zadania |AC|=3a, wiec |4B|=2a ,
i |¢ ABD|=180°- 20 . Poniewaz |¢ ADB|=180°—[a +(180° - 2a)]=ex , wiec
trojkat ABD jest rtéwnoramienny, zatem |AB|=|BD|=2a. / "2a A
I : 1
W trojkacie BCD: cos2o = 4 ,czyli cos2a=—, skad cos2a =cos60°. //S
2a 2 2a ¢
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7.32. P=20. H'vkuzéwha Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok ;\
1 1 4 . 5
1 z warunkoéw zadania, mamy ¢ =10 iizz. Zatem x=—5—ciy=§c, alk y\
y 4
czyli x=2 i y=8.Poniewaz h’ =x-y, wigc h=4. B
7.33. Wikazowka. W trdjkacie ACB funkcja B

5 3.
tef=— =2 =30°. 543
8B=s =7 Ve b

|« CBD|= B +|s ABD|=30°+60°=90° c.n.u. C

7.34. Hskazowka. Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w trojkatach ADC i CDB:

B +x* =25 ) ) 5 7
Bipi=49’ skad y?—x? =24, wigc (y—x)Xy+x)=24.Z warunkow zadania
y =

A B
ey

y+x=6,wigc y—x=4 cnu

7.35. Wekazowka. Gdy ne N ,to a<c i b<c. Wtedy a® +b* =c?, gdzie @ +b* =4n* +8r° +8n° +4n+1
i c*=4n* +8n° +8n* +4n+1.
7.36. Wskaziwke. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok, gdzie & =|CD|.
Faczac punkt P z wierzchotkami trojkata ABC otrzymamy trzy trojkaty o wysoko-
§ciach A, , h,, h,, ktore sa odleglosciami punktu P od odpowiednich bokow.

. ah a
Zauwazamy, z& P, spc =Py 4gp + Pancp + Pacps » C2ZYli —E=%+~—§h-2—+%h-,
stad h=h +h,+h; cnu

7.37. P=7281cm’. i vhuzchika Stosujemy wzor P=%absin'y , gdzie kat y jest zawarty migdzy
bokami a i b.

x+1>0
A B
7.38. x=5. [Ivkuzivwky. Zalozenie: { x—1>0, skad x>1. AABC ~A DEC (cecha kk), wie J—"—g=J—CI,
IpCl  |EC]
x+3>0
+4 2x+2
czyli x3 = ; T stad x> —3x-10=0.

7.39. P=4,4. Hskazonka. W tréjkacie ABC: |4B|=|AC +|CBI* , czyli |4B|=13 . Poniewaz |E4|=|AC|=5

i A EHA~ A CAB (cecha kk), zatem @=i oraz liA,:E

25 60
5 13 5 130 ad HE|={5 oz [HA=15

7.40. 10,5 cm, 15 cm, 21,6 cm. Hskazowka. Obwad trojkata ABC jest rtowny 15,7 cm. Skala podobienstwa

L
trojkatow k=—229 =3

ABC
741. /3 lub —? Wikazowka W tréjkacie prostokatnym ADF wyznaczamy b = %. Skala podobien-

o : . a b
stwa k tréjkatow jest rowna ilorazowi — lub —.
a
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7.42. k -.-% . Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, mamy:

ED|| AB (z twierdzenia o odcinku aczgcym $rodki bokéw tréjkata),

|3 CED|=|3 CAB| (katy naprzemianlegle), a kat ECD jest katem wspélnym

obu trojkatéw. Zatem A EDC ~ A ABC (cecha kk) c.n.u. Punkt E jest Srodkiem
boku AC, wigc |EC|= %|AC| .

7.43. —l = Wskazowka. Z twierdzenia o punkcie przecigcia Srodkowych

|4D| 6
w trojkacie wynika, ze |SD)| =%|AD| Poniewaz M jest srodkiem odcinka 4D

(& AME~ A ADC), wice |MD|=_{4D . Stad |MS|=|MD|~|SD}={D}.

7.44. |PB|=3v6 . Wskazowka. Z warunkéw zadania |DB|=2|4D|, czyli C
P, I
|AD|=6cm i |DB|=12cm. A RPB~A CDB (cecha kk), wigc k* = ARPE | gdzie ! R
1 1 ACDB :
Py rep =~ Pausc > €21l By ppp =—-135 oraz Fj cpp =90. [
4 4 A B
135 1 _3 J6 |PB| x_6 pr
Zatem k’=—".—== stad k =— . Zauwazamy, ze =k, czyli —=—.
2 90 g k= T I TR
7.45. 54 ary. Wskazowka. Niech: P — pole obszaru lesnego, B, — pole trojkata na planie.
00054 (1 Y
Pl=%~12-18~sin30°,czy1i P, =54 cm” =0,0054 m* . Zatem %=k’,czyli F =(1000) , stad
P =1000000-0,0054 m* .
7.46. r=4. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy B
=|BC|=6, b=|AC|=12, |OD|=|OE|=r, |BD|=a-r=6-r, TD
|AE|=b-r=12-r. 1' ,’\
BD| _|oD| . 6-r _r -\
AOBD ~ A ABC, wigc —— i —=—. C r E b-r
“ Bq jac’ " e 12 p .

747. r= 5(«/_ 1) Wskazowka. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok,

gdzie |[EF|=r, |OB|=|04|=5. W trojkacie BOF funkcja sina _IBF] , czyli

OB

|BF|= —2‘@ Poniewaz |BF|=|BE|+|EF|, czyli I—-—IBE|+r stad |BE|= "/_.

748. r, =§. Wskazowka. Niech o(0,, 1), 0(0,,r,), 0(0;, r;) beda okregami
stycznymi wzajemnie zewngtrznie i stycznymi wewngtrznie do o(O, r).

Z warunkéw zadania wynika, ze r, =r, =1. Z warunku stycznos$ci odpowied-
nich okregbéw otrzymujemy |0,0,|=|0,0,|=1+r, oraz |00;|=2-r;. Stosujac
twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata 0,00, otrzymujemy

00 +|00,]* =|0,0,, czyli P +(2-r ) =(1+n) .

A o b 554 A
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A
7.49. Wskazowka. Trojkaty ABC i BCD sa trojkatami rOwnoramiennymi, wigc
IDC|=|4B|=|BD). Zauwazamy, 2¢ |ED|=|DO|=r , stad A
|EF|=|EB|={BD|-|ED|=|DC|-|DO|=|0C| c.n.u. 2
C
F

7.50. P=96 lub P=216. Wskazéwka. Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

1° Srodek okregu O lezy poza trojkatem ABC, gdzie |AB|=24 i [CD|=h=r~x.
2
W trojkacie ADO: r* = x? +(%AB , czyli 132 =x* +12%, skad x=5.

2° Srodek okregu O lezy wewnatrz trojkata ABC, gdzie |4B|=24 A
i [CD|=h=r+x. AN
7.51. L=20, P=103. Wskazéwka. Zauwazamy, ze boki trojkata 0,0,0; maja
dlugosci: |0,0,|=5, 10,0,|=8, |0,0;|=7.

I sposob: Pole P trojkata obliczamy z wzoru Herona

P=Jp(p—aXp-bXp—0), gdzic a=5, b=8, c=7 i p=

a+b+c
—2 .

II sposéb: Wysoko$¢ h w trojkacie 00,0, prowadzimy do
najdhuzszego boku 0,0, (rysunek obok). Stosujac twierdzenie

Oi
Pitagorasa w trojkatach 0,40, i 0,40, mamy s/ .
{x’- +h? =5 hir\
@-xY+r=7"" 0,5~ 5= O
7.52. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, zauwazamy, ze - A
trojkat ATO, ma katy o mierze 45°, 45°, 90° oraz |OT||=|4AT|=r,
|0,4=R—r=rv2 , wiec R=r(1++2).
Stosunek dlugosci promieni jest rowny R_ 14+v2 cnu
r
7.53. Wskazowka. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok.
Czworokat CKSL jest kwadratem, wiec |[KC|=|LC|=r,
A SMA=A SLA (cecha kbk), w ktérych |L4|=|MA|=b~r,
A SKB = A SMB (cecha kbk), w ktorych |KB|=|MB|=a—r, wigc
|Bd|=c=a-r+b-r, czyli 2r=a+b-c, skad r=£$ c.nu. a-r M . b-r N

. 7.54. Trojkaty oznaczone od 1° do 4° sg prostokatne. a) R, = 2~—12~ , Ry= 6%, R, = 8-3— s, Ry= 12% ,

2 8 1 18
b)r=1, n=2, n=3, =3, ¢ =2—, =4, =7-—, h,=6—, d) B=6, B, =30,
) 1 B B 74 ) by 5 h 13 hy 17 71 Y ) A 2

P=60, P, =84. Wskaziwka. a)R:%, b)r=“+;"’c, g n=2 d)p=“7b'
Cc
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7.585. Wshazowka. Skorzystaj z zalezno$ci r =%b—c ,skad c=a+b—-2r oraz R=—.

7.56. r=2, |AD|=3, |DC|=10. Hkuzévka. Przyjmujac
oznaczenia jak na rysunku obok, obliczamy c=+12%+5% =13,

a nastgpnie promien okregu wpisanego z zaleznosci r = atb-c
7.57. P=24, L=24. Wkazowka. Z zaleznodci r =£ii£ wyznaczam

2 Y B
a+b=2r+c, skad a+b=14. Pole P=%-r, czyli P= 14;—10'2’ 4 @ c

obwdd L=(a+b)+c, czyli L=14+10.

7.58. 10ﬂ(2J§ —3). Wskazowka. Promien r okrggu wpisanego w trojkat wyznaczamy z wzoru P=p-r,
gdzie P=25V3 i p=%-10(2+«/§).

_2W15 L 16V15
ST

gdzie h=24/15 . Obliczamy promienie 7 i R, korzystajac z wzoréw: P, ;5o =p'r,

7.59. r Wkazowka, Py pe =%-h-|AB|=4«/E,

. AB|+|AC|+|B abc . AB|-|AC]|-|B
gdzie p=| [+ 2 [+ q,oraz P=E,czyh PM_BC:I | |4g| | q
691 |[4K| _3 42
760. a) r=——-, b) 1=, © |KL|=—.
Hikazowka. a) W tréjkacie CDB wysoko$é h=2+91 . Zatem P, 5 =%- h-|4B|, czyli
¥ of
P, sc =12+/91 . Promien r obliczmy z zaleznosci r =—242< | gdzie
|AB|+|4C|+[BC}
pP= :
2
b) Poniewaz A ADO=A AKO, wigc |AK|=|AD|=6 , zatem [KC|=|AC|~|4K|=14.
KL _|4B]

¢) Zauwazamy, ze KL| AB, wigc A KLC ~ A ABC (cecha kkK), stad .
[KC|  |4C]

7.61. Rozwazamy dwa przypadki.
1° Jezeli trojkat ABC jest ostrokatny (rysunek obok), to srodek okregu opisanego jest /

punktem wewngtrznym tréjkata, a trzy promienie R laczace ten $rodek z wierzchotkami 4 % /

trojkata daja podzial tego trojkata na trojkaty rownoramienne: AOB, BCO, OCA.

2° Kazdy trdjkat rozwartokatny (rysunek obok) mozna podzieli¢ na dwa tr6jkaty prosto-
katne (trojkat BDA i trojkat CDB), a kazdy taki trjkat mozna podzieli¢ na dwa trojkaty
rownoramienne laczac $rodek przeciwprostokatnej (punkt £ i F) z wierzchotkiem kata D

prostego c.n.u. A
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7.62. Wskazowka. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok, gdzie ¢, +c, =c.
Korzystamy z wzoru P= p-r, gdzie p to polowa obwodu trojkata. Dla trojkata
ADC przyjmujemy promief », i polowa obwodu p,, a dla tréjkata BDC - r, i p,.
Kazdy z trojkatow ADC i BDC ma obwod mniejszy od obwodu trojkata ABC, wiec
p<pip,<p,czyli b+g+d<b+(c,+c,)+a 1 d+c,+a<b+(c +c,y)+a.
Pole trojkata ABC: P=F,+P,, gdzie B,=p,, i P, = p,r,. Wtedy

phtpn <prntpr,, czyli pr<p(r+r), stad r<n+r, cnu.

7.63. a=9cm. Wskuzovwka. Z warunkéw zadania h=18-a, wiec pole PzLi_a) . Pole P jest funkcja
2
zmiennej a, czyli P(a)=—a7+9a , gdzie ae (0;18). P(a) jest funkcja kwadratowa o ujemnym wspélczyn-

niku przy a”, wiec najwigksza wartoé¢ funkcja osiaga dla odcietej wierzcholka paraboli o réwnaniu

2
7.64. Pole trojkata bedzie wicksze od 10, gdy dtugosé kazdej z przyprostokatnych

y=—1a2+9a , czyli a=——:-9-—=9.
2 (-2)

nalezy do przedziatu (2;10) i spelnia warunek, ze ich suma jest réwna 12.

X
Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok i z warunkdéw zadania,
12—
mamy %-x (12-x)>10, czyli —x*+12x+20>0, wigc —(x—2Xx-10)>0, ¥
stad xe (2;10).
v - - » - D
7.65. |BD|=10. Il 'skaziwka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy ) d
C
+e+d =46
a+b+c+d=60 oraz ave , skad a+b+c+d+2e=80, czyli a C
btc+e=34 : 5
B

60+2¢=80, wiec e=10.

7.66. !1skuzdwka Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok.

1° Przekatne AC i BD podzielily czworokat ABCD na cztery trojkaty: ABO, BCO,
CDO, DAO, w ktérym spetnione sg warunki: a <|O4|+|0B], b<|OB|+{0C|,
c<|0C|+|0D|, d<|OD|+|04|. Dodajac stronami nieréwnoéci otrzymamy
a+b+c+d <2(04)+|0C)+2(0B|+|0OD)), czyli a+b+c+d <2(AC|+|BD)),

stad a—”’-%ﬂ<|AC1+|BD| c.nu.

2° W trojkatach ABC, ACD, BCD, DAB spelnione sa warunki: a+b>|AC|, b+c>|BD|, c+d >|AC|,
d+a>|BD|. Dodajac stronami nieréwnosci trzymamy 2(a+b+c+d)>2(4C|+|BD|), stad
|[AC|+|BD|<a+b+c+d cnu

1.67. Wskazowka. Suma miar katéw czworokata jest rowna 360°. Gdyby wszystkie katy czworokata byly
ostre, to ich suma bylaby mniejsza od 360°, a gdyby wszystkie byly rozwarte, to ich suma bylaby wieksza
od 360° c.n.u.
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7.68. P=224. Wskazowka. Przekatne BD podzieli ten czworokat na

dwa trojkaty, ktérych pola obliczamy stosujac wzoér P =%absin'y.

7.69. P=21ha. Wskazéwka. Odcinek x ma dtugo$¢ 500 m (trdjkat pitagorejski). Pola B, B, P, oblicza-

my, stosujac wzor P=%ab siny.

7.70.
miennym BAD bok BD=+/2.

3 ABC|=105°, |3 BCD|=30°, |4CD4|=135°, P=+3 +% . Wskazéwka. W tréjkacie réwnora-

171, Wskazowka. Py jpp =%ab i Picpg =%cd , wiec %ab=%cd , czyli = =% . Katy AED i BEC sa
e

rowne (katy wierzchotkowe), wigc trojkaty AED i CEB sa podobne (cecha bkb) c.n.u.

7.72. P=16 (3+2~/—2-)cm2 . Wskazéwka. Z warunku zadania av2-a=4, skad a=4 (\/5+1).

C
7.73. 4 cm. Wskazowka. Przyymujac oznaczenia jak na rysunku obok, zauwazamy } g 1 2:.. x
- Ff
se AEFC~A ABC (cecha kk), wige 12—*=12 } !
6 E p l ¥
D B
a a
71.74. Wskazowka. Zauwazamy, ze trojkat ECG jest D C G
a a
réwnoramienny, w ktérym |3 ECG|=120°.

a g a H

1.75. Wskazowka. Zauwazamy, ze |3 RAD|=|3 PAB|=90°~|3 DAP|, wiec A ABP=A ADR (cecha bkb).
7.76. P=6, L=16+12v2. Wskazowka. Przekatna matego kwadratu ma dlugo$é 2, a jego bok /2 .

7.77. B7-6v2)m?, Wskaziwka, P=6* —|3VZF —(3¥Z -1F].

Pyere 1 . c .. o o /
7.78. 7)-‘-—‘-‘- = 3 Wskazowka. Wystarczy zauwazy¢, ze suma np. pol tréjkata /
ABCD -

CE\E iczworokata EE H\B jest rowna polu kwadratu E,F,G,H, . Podobnie oblicza-

~

\\\ /h]

my sumy pozostalych trzech tréjkatéw i1 czworokatow. A

1.719. Wskazowka. Zauwazamy, ze dtugosci bokéw a i b sa niewieksze niz dlugoéé
przekatnej kwadratu, czyli a<+v2 i b<+/2, stad a-b<+v/2-2. Pole trbjkata

P=%absina.Zatem %absinaﬁ%ﬁ-«/fsina, czyli P<sina c.n.u

w\

7.80. Wskazéwka. Pole P, kwadratu wpisanego w okrag o promieniu r jest okre$lone wzorem P, =2r2,

apole P, kwadratu opisanego na tym okregu okreslone jest wzorem P, =4r2.
781. a) L=10rcm, b) P=215. Wskazowka. b) P=PF_—P,.

7.82. r =§(2\/§ —2). Wskazéwka. Gdy: a —bok kwadratu, b — bok tréjkata, to a=rv2 , b=23r.
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7.83. 35mi44 m. Wskazowka. Pole dzialki x(x—9)=1540, gdzie x to mniejszy z wymiaréw dziatki
ix>9,

1.84. a) L iy =1+5+122=128, b) Wymiary dziatki p. Kaminskich sa rowne 40 m i 24 m.
Wskazowka. Z warunk6éw zadania otrzymujemy uklad réwnan:

a+b=064
a 3 b’ gdzie a i b to wymiary dziatki, skad {

£_2

b 5

a=24
b=40"

7.85. 35 cm x 45 cm, to pole 1575cm?® oraz 140 cm x 180 cm, to pole 25200 cm?.

Wskazowka. Oznaczamy boki jednego z prostokatow a i b, a drugiego a, i b, . Z warunkéw zadania
a b 1 4a i b =4b . Rozwiazujemy uklad ré , Ja+b=80

—=—=—, wigc @, =4a i b=4b, iazujem ad réwnan .

a b 4 A oEvIREIImY a,—b =40

7.86. Wskazowka. Z warunkow zadania |CD|=2|OD| oraz |AF|=|EB|=|0D|, P,gg =|AB|-|OD|

. 1 .
1 PAABC=§|AB|'ZIODI’ WIeC Fppr = Fj qpc €U

F
1.87. Wskazowka. Z warunkéw zadania prostokaty ABCD i AEFD sa podobne, b : ¢
a a !
b_ 3 2 1 5 |
a b a 2 a 2 2bh 2 4 |
E B
a a
C.n.U. 2 E)
7.88. Wskazowka. Z twierdzenia Pitagorasa: D : e
N | -
1° W tréjkatach MEA i Mrc: 1AM =%+ dodaj b | o
C 1 . , do c o -
] Kg ICM|2=(a_y)2+(b_x)2 Ja'. E_“y-_\_*ﬁg:__._f:z____ P
T T
stronami mamy |AM| +|CM[’ = 2x* +2y* + a® +b* —2ay —2bx, P ; ~ —B
o . IBM[" =x*+(a-yY . .
2° W trojkatach MFB i DEM: |DM|2 — )4 (b-—x)2 , dodajac stronami mamy
|BM® +(DM[* =2x* +2y* +a®* +b* ~2ay - 2bx .
Poréwnujac prawe strony réwnosci 1° i 2° otrzymujemy [AM[” +|CM[* =|BM[® +|DM|* c.n.u.
7.89. P=64. Wskazowka. Z warunkéw zadania otrzymujemy uktad
D a C
% =2 r e
réwnan , , skad a=8v2 i b=4v2. 4 0,/, b
(g) b? =g? —r— B
2

7.90. Szyba ma najwieksza powierzchnie, gdy jest kwadratem o boku 1m. P, =1m?.

Wskazowka. Oznaczamy boki prostokata przez x i y. Z warunkéw zadania 2x+2y=4 i xy=P, czyli
P(x)=x(2—x)=-x*+2x, gdzie xe (0;2). P(x) jest funkcja kwadratowa zmiennej x (patrz wskazoéwka do
zadania 7.63.).
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7.91. 6 m, 12 m (bok réwnolegly do muru). M 'skaziwka Poniewaz 2x+y=24, to IPIPII PP
y=24-2x, gdzie x — krétszy bok prostokata, y — dluzszy bok prostokata. Pole * 5
P=x(24—x)=-2x*+24x, gdzie xe (0;12) (patrz wskazéwka do zadania 7.63.).
7.92. im, im
17 17 C
7.93. P, =15. Wskazowka Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy /\
6 |
|EH|=x, |EF|=y, |CK|=6-x. A ABC~AEFC (cechakk), wigc %=Tx, B/ K \F
stad y=—£x+10. Pole P=xy, czyli P(x)=—§x2+10x,gdzie xe (0;6) * :
6 3 A =D ¢ 2
(patrz wskazéwka do zad. 7.63.). «—y—>
7.94. a) P=8(vV20-1)cm’, b) P=30V15 cm’, ¢) P=24vV21 cm®, ¥ skuziwhka b) P=absina,
sina =v1-cos’ =—\g—£.
7.95. a) P=98, L=14(vV2+2), b) P=98V3, L=56, ©) P=¥, L=28(1+?}
7.96. P=80v3, L=56. Wskaziwka Zauwazamy, ze wysokosci rownoleglo- D c
boku maja dlugosci 2-5v3 i 2-2+4/3 . Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku
10J§ = COS30° - 20 A 30° ,’B““_
. . a a= N .
obok, gdzie A, = 43 i h, =103, mamy , skad . /
4J3 b=8 Py
—— =3§in 60° Q
b
797. a=8, b=16. Hikuzdwha. Pole réwnolegloboku mozna obliczy¢ z wzoru P=ah, lub P=bh,,
tem ah, =bh,. Rozwiazujemy uklad rownat = ' 20 -
=bh, . igzujem ad rownan
zatem ah, =bh,. Rozwigzujemy ah, =bh,
| . . 48] _ hge
7.98. Wskazovwka, Pugep =|ABlhyg 1 Pigep =|BClhge , Wiee |AB|hz =|BC| by, stad w:r
4B
AB|
u>1 (bo |4B|>|BC|), wiec h”;c>1, stad hye >h,; chu
1BCl h s
7.99. W skazowka Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok. D
G|l 4C twierdzeni dcinku $rodki bokéw trojkata X C
a EH|| AC — z twierdzenia o odci aczacym $ro okow trojkata. E
b) A AFE~ A ABD (cecha bkb). Poniewaz k& =% , wige Py pp =%P,'3 4BD 4 G
1 1 1 . :
Py sor ='ZPAABC » Pacen "_':ZPABCD s> Papmp =ZPAACD . Po dodaniu stronami F B

czterech rownaf, mamy

1 1 1
Py are + Paper + B scer + Pagnp =Z(PAAED + P, 45c+ Pasep +PAACD)=Z(2PABCD)=EPABCD ,

1 1
Ferey = Pascp _(PAAFE + Py per + Fa ace +PAACD)=RwCD —EPABCD =EPABCD c.n.u.

7.100. 4 cm, 43 cm, P=8V3cm®. kazika Pole P rombu mozna okreslié wzorem P=a’ sinc.
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7.101. r=4J6, P=176v6 lub r=+85, P=44./85.
Wshkuzovwka Zauwaz, ze mozliwe sg dwa przypadki:

Przypadek 1. | Przypadek 2.
22 I 2
R =222-12%2 | /8) h?=222-107

7.102. 40 cm, 42 cm. Hskazowka. Przyjmujemy oznaczenia

jak na rysunku, gdzie x>0 i x-2>0, czyli x>2, oraz
a= 1ie . W trdjkacie prostokatnym AOD:

2 2
292:(%2) +[§) , skad x2-2x-1680=0, czyli

(x+40)x-42)=0, wigc x=42 (x=-40 nie spelnia warunkéw).

7.103. Nie wystarczy jedno opakowanie nasion.

HsAazevvka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, mamy |AB]| =% P

1 1 : 1 :
|BC|=5€I° PEFGH‘_'EPq: czyli 60=-2-Pq, wigc pg=120.

1 1 1 .
PABCD=5p-5q=qu, czyli P q, =30,

Poror — Piscp =60—30=30.

7.104. 30°, 150°. itsku-owka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok,

|DE|

w trojkacie AED mamy: sin@=——, czyli sina _,% , wigc o =30°.

14D

1.105. 'skazowha, Prowadzimy prosta KL réwnolegla do AB i wtedy

|9 AKL|=a i |4 LKD|= B (katy naprzemianlegle), skad y=a+f8 cnu

y: |

7.106. il'\fo-ow/ka. Odeinki EG 1 EF sg przystajace, wige pola

(SR NN

PAABE=%ah i cho:%bhs stad PAABE+}DAECD=i'h(a+b)s czyli

polowie pola trapezu ABCD. Zatem P, pp; = i—h (a+b) cnu

7.107. L= (12«/5 +26)cm, d=14cm. il'vhkuzovwka. Przyjmujac oznaczenia p__ b C

jak na rysunku, mamy w tréjkacie prostokatnym CEB: |EB|=|CB|-cos30°, :é/ |\ 643
czyli |[EB|=9, |CE|=|CB|-sin30°, czyli |CE|=3v3. Poniewaz e h (80 \
|[AB|=|DC|+2-|EB|, czyli a=b+18 oraz pole P=a—+bh i P=3943, Al ' 1_:,; Y

A
)
Y

a+b=26
a=b+18

W tréjkacie AEC: d” =|AE[ +|CEF, czyli d*=(3) +13.

to a+b=26. Rozwiazujemy uklad { , skad mamy a=22 i b=4.
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7.108. P=450. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku
obok, mamy y=44-(16+x)=28~x. W trojkacie AED:

h? =17 -x%, wtrojkacie CFB: h* =25 -(28-x), wigc

172 —x* =25* —(28—x), czyli x=8.

7.109. P=493 cm?. Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia jak na

rysunku obok, mamy w tréjkatach réwnobocznych A =%_?1 h

ih2=¥, czyli h=h+h,, wiec h=73.

7.110. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy
|9 BAC|=|3 ACD| i |3 BDC|=|4 ABD)| (katy naprzemianlegie),
|4S| _a

A BSA~ A DSC (cecha kk), wige IF(:’T =3 c.nU.

7.111. P=75V3, L=50. Wskazowka. Zauwazamy, ze pole P trapezu jest
réwne sumie trzech pél tréjkatéw réwnobocznych o boku R =10, czyli

2 o [+]
P=3. R*V3 , a obwod L trapezu okreslony jest wzorem L =5R. . 60 60

7012, a=12cm, b=4cm, c=4v2Zcm, P, =32cm?, L=8(2++2).
Wskazowka. Przyjmujemy oznaczenia, jak na rysunku obok. Z warunkow
zadania mamy: |AE|=|FB|=|ED|=h, |AB|=a=2h+b i a+h=16,

(a+b)h _

w trojkacie AED: ¢=~2-h. Py, = —2h* +16h.

Funkcja P(h)=-2h*+16h, gdzie he (0;8) jest funkcja kwadratowa zmiennej / (patrz wskazéwka do
zadania 7.63).

7.113. a) n=12, b) n=7, c) stwierdzenie nie jest prawdziwe, bo np. siedmiokat ma 14 przekatnych.

Wskazowka. b) @ =2n, gdzie ne {3,4,...}.

7.114. 135°. Wikazéwka -(—n;;—)’i=20,gdzie nef3,4,.}.

1400° <180°n-360° <1500°

115. . Wekazowka. °n—360°=900°
7115, a) 7, b) 10. Wykazowka. a) 180°2—360°=900°, b) {n€{3,4,5,---}

5 2
7.116. 400, 144. Wskazowka. P+ P, =544, oraz £=—, wiec £= kl .
L 3 P 3
7.117. P=12v3. Wskazéwka Z warunkéw zadania R=q i r= a3 . Pole

2
pierscienia kolowego P=ma? —n‘(g) (rysunek obok).

7.118. x=v2.
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Odpowiedzi do zadan zamknigtych
Wrzed| 1.02. (3. (4.5 ]6. |7 8. [9 (10|11 (12.[13. {14.[15.[16.]17.]18.]19.
Op. | D|C|C|C|B|B|A|/D|C|B|B|B|D|B

Wrzad.| 20.(21.22.|23.]24.)25.] 26.|27.28.] 29. [ 30. [ 31.[ 32.[33. [ 34. [ 35. ] 36.] 37.] 38.
o ! A|D|B|B|BfA|jc|c|B|B|A|B|D|A|D

Nezd.| 39.140.[41.]42.]43.]44.] 45.]46.[47.[ 48.] 49.[50.[51. | 52. [53. [ 54.]55.] 56.] 57.
clA{D|A[c|B|D|A[B|C|D]|A A

oe)
i
>
w)
@!

58.|59.| 60.[61.]|62.| 63.| 64.|65.|66.| 67. | 68. | 69. | 70.
DIB|]B|B|C|A|[B]|C

>
0
@!
w)
]

Wskazéwki do zadan zamknigtych

3. Kat AOB oparty na tuku AMB ma miarg kata AMB, a oparty na tuku AKB ma miare 2-|3 AMB|,
2
nr
. bk = Ryl — 2_.2 . = = : .
R @Fmr 13 P=nR-mr n(R? ~r*), gdzie R=|04| i r =|OP|. Tréjkat OPA:

|04 =|OPf* +|4Pf*.  19. Niech |4 DCB|=|3 CBD|=a oraz |3 ACD|=|3 CAD|= 8, wtedy w tréjka-

12

cie ABC mamy 2a+2f=180°. 21.Z warunku zadania B =4a . Suma katéw w trojkacie 180°=a+28.

2
23. 0 +3-38°=180°.  35. P, po—Pyopy =287 Hat4) g 12 Los,
2 2 27 5

| 65

h=8J2, ACEB=A AFD, wiec : x b

figura AECF jest kwadratem, | 0, Y \o X
| AN
’ % |y
I 2 T2
I e — O ]
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8. Geometria na ptaszczyznie
kartezjanskiej

Wymagania cmnﬁm

Zdajacy mature:

a) wykorzystuje pojecie uktadu wspoirzednych na p%aszczyime,

b) podaje rOwnanie prostej w postaci Ax+ By+C =0 lub y= =ax+b, majqc dane dwa
jej punkty lub jeden punkt i wspélczynnik a w réwnaniu kierunkowym,

c) bada rownoleglosé i prostopadiosé prostych na podstawie ich réwnaft kierunkowych,

d) ‘interpretuje geometryczmie ukiad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi,

¢) oblicza odleglos¢ punktéw na plaszczyzme kartezjanskiej,

f) wyznacza wspdhrzedne Srodka odcinka,

g) postuguje si¢ rownaniem okregu (x—a) +(y-b) =r>.

8.1. Na plaszczyznie obrano punkty 4 i B, takie ze 4=(3,-2) i B=(1,—6). Napisz:
a) rownanie prostej AB,
b) rownanie symetralnej p odcinka AB,
¢) réwnanie prostej k prostopadtej do prostej 4B i przechodzacej przez punkt C = (-3, 2),
d) rownanie prostej / rownoleglej do prostej AB 1 przechodzacej przez punkt
D=(-4,-6).

8.2. Rownanie prostej 5x —2y +4 =0 zapisz w postaci kierunkowej, a rownanie proste]
y= gx —% zapisz w postaci ogolnej o wspolczynnikach catkowitych.

8.3. Sprawdz, czy punkty 4, B, C sg wspdtliniowe, gdy 4= (-2,-3), B=(2,5),
C =(500,1001).

8.4. Sprawdz, dla jakiej warto$ci m na prostej o rownaniu 2x -y +2=0 leZy punkt:
a) A=(—2,m), b) B=(2m,%m} ¢) C=(2—m,3+m), d) D=(m2,4).
8.S. Sposrdod prostych k,, k, i k;, takich ze k;: 2x—y+3=0, k,: x+2y-7=0,

ky: 4x-2y+6=0, wskaz te pary prostych, ktore sa:
a) rownolegle, b) prostopadte.
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8.6. Oblicz wartos¢ m, wiedzac ze proste & i / sa réwnolegte, gdy:
Ak y=(m+4)x-1, I y=—mx+2, b)k: y=9mx+1, I: y=m?x-3.

8.7. Oblicz warto$¢ m, wiedzac Ze proste p i r sa prostopadle, gdy:

ayp: y=m+x+3, r y=2 ! 4x+1, b)p: y=(m-3)x+1, r: y=(m+3)x+2.

m—
8.8. Wyznacz wspoirzedne punktu 4’, ktéry jest obrazem punktu 4 =(-3,2) w:

a) symetrii osiowej wzgledem osi x,

b) symetrii osiowej wzgledem osi y,

¢) symetrii osiowej wzgledem prostej o rOwnaniu y=-3,

d) symetrii osiowej wzgledem prostej o rOwnaniu x =1,

¢} symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspéirzednych,

f) symetrii srodkowej wzgledem punktu P =(2,4).

8.9. Oblicz wspélrzedne punktu P’ symetrycznego do punktu P =(5,2) wzgledem pro-

stej k o rOwnaniu y =—;-x+2.

8.10. Wierzchotkami trojkata ABC sa punkty: 4=(4,1), B=(7,5), C=(0,4). Sprawdz,
czy trojkat ma o$ symetrii. Jezeli tak, to napisz rGwnanie tej osi.

8.11. Wierzchotkami tréjkata ABC sa punkty: A=(-2,-1), B={6,1} i C=(7,10). Na-
pisz rOwnanie §rodkowej CD. '

8.12. Boki 4B i AC tréjkata ABC zawarte sa odpowiednio w prostych o réwnaniach
x+y—7=0 1 x=0. Oblicz wspdlrzgdne wierzchotkéw B i C, gdy $rodkiem boku BC
jest punkt S =(2,2).

8.13. Napisz rdwnanie symetralnej odcinka, ktérego konicami sa punkty przeciecia pro-
stej o rOwnaniu x+2y+4 =0 z osiami uktadu wspotrzednych.

8.14. Koncem odcinka AB jest punkt A =(-§—, 3]. Symetralna odcinka 4B przecina ten
odcinek w punkcie C =(-3,6). Oblicz wspétrzedne punktu B.

8.15. Punkty 4=(1,2), B=(-1,-1), C=(5,2) sa wierzchotkami trojkata. Napisz row-
nanie prostej zawierajacej wysokos¢ tego trojkata poprowadzong z wierzchotka A.
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8.16. Proste oréwnaniach 3x+2y+8=01 y= —;—x + 4 przecinaja si¢ w punkcie P. Oblicz
odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspéhrzednych.

8.17. Sprawdz, czy proste o rOwnaniach 6x—y-2=0, 2x—y+4=0, x+ y=0 przeci-
naja si¢ w jednym punkcie.

8.18. Oblicz, dla jakiej wartosci m proste &, [, p przecinaja si¢ w jednym punkcie, gdy:
a)k: 3x+2y—-6=0, I x+y—-1=0, p: 2x+2y+m=0,
bk 2x+y-m=0, [ x+2y-1=0, p: 2x+3y-7=0.

8.19. Punkty 4=(-3,-5), B=(4,-1), C=(-2,3) sa wierzchotkami tréjkata réwnora-
miennego ABC. Oblicz dlugos¢ ramienia tego trojkata.

8.20. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A=(2,1) i tworzacej z osa x

kat, ktory ma miare:
a) 30°, b) 45°, ¢) 60°, d) 90°.

8.21. Prosta / tworzy z osig x kat o mierze 45° i przechodzi przez punkt M =(-2,2).
Prosta &, prostopadia do proste) /, przecina o$ x w punkcie o odcigtej rownej —3.
a) Napisz rownania prostych /i k.
b) Oblicz dlugos¢ najdhuzszego boku trojkata, ktérego boki zawarte sa odpowiednio w pro-

stych /1 k oraz w osi y.
p. A
8.22. Proste p i1 q sa prostopadle (rysunek obok). Oblicz v 1
wspétrzedne punktu P przecigeia si¢ tych prostych. .

8.23. Na rysunku obok przedstawione sa dwa trojkaty pro-
stokatne ACB i DOB, ktorych stosunek pol jest rowny 4.
Punkt 4 ma wspotrzedne (12,-3).

a) Wyznacz wspotrzedne punktu D.

b) Napisz rGwnanie prostej zawierajace) przeciwprostokatne
obu trojkatow.

¢) Oblicz sume pol obu trojkatow.

8.24. Punkty 4, B 1 C sa wierzchotkami trojkata. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny
Oblicz pole trojkata oraz katy ostre w trojkacie, gdy:
a) A=(4,-1), B=(2,3), C=(,2), b) A=(2,1), B=(5,2), C=(3,3).
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8.25. Punkt A=(-2,4) i punkt B=(5,—2) sa wierzchotkami tréjkata 4BC. Wyznacz
takie wspolrzedne wierzcholka C, aby srodek boku BC lezal na osi odcietych, a srodek
boku AC na osi rzednych.

8.26. Punkty: 4=(-1,-2),B=(2,-1),C=(1,2) sa wierzchotkami trojkata 4BC.
a) Oblicz dlugos$¢ odcinka AB.
b) Napisz réwnanie prostej m, do ktorej naleza punkty B i C.
¢) Napisz rOwnanie prostej k prostopadiej do prostej m, takiej ze A€ k.
d) Uzasadnij, Ze Srodek okrggu opisanego na trojkacie ABC nie nalezy do prostej k.

8.27. Wierzcholkami trojkata sq punkty: 4=(-1,3), B=(-2,0), C =(2,—3).0bliczpole
tego trojkata.

8.28. Uzasadnij, ze trojkaty ABC i ABD o wierzchotkach w punktach: 4=(0,-3),
B=(0,3), C=(2,4), D=(2,-4) saprzystajace.

8.29. Wierzchotkami trojkatéw ABCi EFG sapunkty A=(~1,3), B=(-4,6), C=(0,10)
oraz E=(1,1), F=(7,7), G=(15,-1).
a) Wykaz, ze trojkaty ABC i EFG sa podobne oraz podaj skale ich podobienstwa.
b) Oblicz pola obu trojkatow.

8.30. Na plaszczyznie obrano punkty 4=(0,6), B=(2,0), C= (8,2).
a) Sprawdz, czy punkty te moga byé wierzchotkami kwadratu.
b) Jezeli punkty 4, B, C moga by¢ wierzchotkami kwadratu, to wyznacz wspotrzedne
jego czwartego wierzchotka D i oblicz promiefi okregu wpisanego w ten kwadrat.

8.31. Dwoma wierzcholkami kwadratu ABCD sa punkty A=(1,1) i B=(8,0).
a) Wyznacz wspélrzedne wierzchotkow C i D kwadratu, wiedzac ze jest on wpisany
w okrag o $rodku S =(4,-3).
b) Oblicz dlugos¢ L okregu i pole P kota ograniczonego okregiem opisanym na kwadra-
cie ABCD.

8.32. Punkty 4=(-3,~1)i C =(1,11) sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu 4BCD.
a) Oblicz pole P tego kwadratu.
b) Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej przekatng BD.

8.33. Punkty 4=(9,-1) i B= (=7,3) sa dwoma kolejnymi wierzchotkami prosto-
kata ABCD. Na boku CD lezy punkt E = (4, —4). |
a) Napisz rOwnanie prostej CD. b) Oblicz wspotrzedne wierzcholtka C.
¢) Oblicz wspéhrzedne srodka S symetrii prostokata ABCD.
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8.34. Uzasadnij, ze prostokaty 4BCD i KLMN, gdzie A=(-2,-1), B=(3,-1), C=(3,1),
D=(-2,1), K=(~4,0), L=(6,0), M =(6,—4), N =(-4, —4) sa podobne. Podaj ska-
l¢ podobienstwa.

8.35. Punkty 4=(-2,3), B=(2,5), C =(0, 7) sa trzema kolejnymi wierzchotkami row-
nolegloboku. Sprawdz, czy punkt D =(-4,5) jest czwartym wierzchotkiem tego row-
nolegtoboku.

8.36. Punkty A=(-1,3), B=(-2,0), C=(2,-3) sa wierzchotkami réwnoleglobo-
ku ABCD. Oblicz:
a) wspolrzedne wierzchotka D, b) pole P tego rownolegloboku.

8.37. Punkty 4=(~2,1), B=(6,5), C=(4,10), D=(-4,7) sa kolejnymi wierzchotka-
mi czworokata. Sprawdz, czy czworokat ABCD jest rownoleglobokiem.

8.38. Przekatne rownolegloboku ABCD, gdzie A=(0,4) i B=(-1,—6), przecinaja si¢
w punkcie S =(~4,2). Oblicz wspohrzedne punktéw C i D. -

8.39. Punkty A4, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku, ktorego przekatne
przecinaja si¢ w punkcie S. Oblicz dlugosci przekatnych AC i BD oraz obwodd L réwno-
legltoboku ABCD, gdy:

a) A=(3,8), B=(-1,4), §=(,5), b) A=(-2,-4), D=(1,-8), S=(-3,0).

8.40. Punkty: A=(-4,-5), B=(8,0), C=(13,12), D=(1,7) sa wierzchotkami czwo-
rokata ABCD.
a) Sprawdz, czy czworokat ABCD jest rombem.
b) Oblicz pole P czworokata ABCD.
1 2). 6 9 : . A
8.41. Punkty A= rary i C= 33 sa przeciwleglymi wierzchotkami rombu ABCD.
Wyznacz:
a) rOwnanie prostej zawierajacej przekatna AC,
b) réwnanie prostej zawierajacej przekatng BD.

8.42. Punkty 4=(3,0), B=(9,6) i D=(3,3) sa wierzchotkami trapezu réwnoramienne-
go ABCD, w ktérym bok 4B jest rownolegly do boku CD.
a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C.
b) Oblicz pole P tego trapezu.
¢) Napisz rOwnanie osi symetrii tego trapezu.
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8.43. Punkty 4=(4,0), B=(0,5) sa wierzchotkami czworokata ABCD. Wyznacz takie
wspétrzedne punktow C i D nalezacych do prostej o réwnaniu y =-2x, aby czworo-
kat ABCD byt trapezem prostokatnym, w ktorym katy BCD 1 ADC s3 proste.

8.44. Zapisz w postaci kanonicznej rOwnanie okregu, podaj jego promien i wspolrzedne
$rodka oraz narysuj ten okrag.
a) x2+y* —10x+24y-56=0, b) x+4x+y*-2y-20=0,
¢) x> =2x+y*—6y-3=0.

8.45. Uzasadnij, ze podane roOwnanie nie okresla okregu.
a) (x—1)* +5=0, b) x> —6x+y* +4x+14=0,
¢) x2+y° +8x+20=0.

8.46. Sprawdz, ktore z punktéw 4, B, C, takich ze 4=(2,3), B=(~3,2) i C=(2,5),
leza na okregu o réwnaniu (x+2)° +(y—1)* =20.

8.47. Okresl wzajemne polozenie prostej £ i okrggu o, gdy:
a) k: y=2x—-4, o: (x-2)"+(y~5)* =5,
b) k: y=x-2, o: (x+3)*+(y-2) =25,
¢) k: 3x—y=0, o: x*+y*+6x-2y+6=0.

8.48. Wyznacz punkty wspélne okregu o réwnaniu x> +6x+ y* =16 z osiami uktadu
wspolrzednych.

8.49. Oblicz wspélrzedne punktdw przecigcia si¢ okrggu i prostej o réwnaniach:
a) x’+y’=9 i y=3, b) x!+y*=4 i y=x,
) x*+y*=5 i 2x-y=0, dx*+y’=1 i y=x-1.

8.50. Okresl wzajemne polozenie okregdw o, i 0, oraz podaj liczbg ich punktow wspol-
nych, gdy:
a) o:85=02),rn=2, 0,:5,=5,5), r,=3,
b) o: (x+1)* +(r+2)* =16, o,: (x-3)*+(y-2)* =25,
¢) o: +y=4, o0,: (x-2)+(y+6) =4,
d) o: (x+3)°+(y-4)>=9, o,: x*+(y~4)* =36,
e) o: (x-2)+(+1)’ =10, o0,: x> +y* —4x+2y+1=0.



158 8. Geomelria na plaszczyinie kartezjanskiej

8.51. Napisz rOwnanie okregu:
a) o §rodku w punkcie S =(~4,~1) i promieniu réwnym /2 ,
b) o srodku w punkcie S =(~1,2) i przechodzacego przez punkt A = (3,4),
¢) o srodku S =(3,2) i przechodzacego przez poczatek ukladu wspétrzednych,
d) o érednicy, ktérej konicami sa punkty 4=(-8,3) i B=(2,5).

8.52. Punkty S, =(~2,~-5)i S, =(4,3) sa odpowiednio $rodkami dwoch okregéw o, i o,
zewngtrznie stycznych, o promieniach 7 i r, speliajacych warunek # :r, =2:3 . Wyznacz

rownania okr¢gow o, 1 0,.

8.53. Napisz rownanie okregu o srodku S stycznego do osi x, gdy:
a) §=(2,3), b) §=(-1,5), ¢) §=(-2,-4), d)§=(,-3).

8.54. Napisz réwnanie okrggu o srodku S stycznego do osi y, gdy:
a) §=(-4,1), b) §=(-5,6), ¢) §=(3,-5).

8.55. Napisz rownanie okregu o promieniu 5 i stycznego do obu osi uktadu wspotrzed-
nych.

8.56. Napisz rownanie okregu stycznego do osi y w punkcie 4 = (0, 4) i przechodzacego
przez punkt B=(3,7).

8.57. Napisz rownanie okregu o promieniu r = 3, przechodzacego przez punkt A= (4, 2),
wiedzac Ze Srodek tego okregu nalezy do prostej o rownaniu 2x—y =0.

8.58. Napisz rownanie okregu o, , ktory jest obrazem okregu o: (x—2)* +(y+1)* =4:
a) w symetrii osiowej wzgledem osi y,
b) w symetrii osiowej wzgledem osi x,
¢) w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspdrzednych.

8.59. Oblicz dlugo$¢ d; najkrétszego odcinka oraz dlugos¢ d, najdiuzszego odcinka,
ktérego jednym konficem jest punkt P, a drugim koficem punkt lezacy na okregu o réwna-
niu;

a) x* +y* =4, gdy P=(4,4), b) x*+y* =5, gdy P=(-1,2).

8.60. Do okregu o roéwnaniu (x-'-5)2 + (y+l)2 =18 poprowadzono z punktu 4=(0,4)
dwie styczne. Oblicz dhlugo$¢ jednego z odcink6éw stycznych, ktérego koficami jest punkt 4
i punkt stycznosci.
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8.61. Oblicz pole P pierScienia kolowego ograniczonego dwoma wspélsrodkowymi okre-
gami o rOwnaniach (x—3)2 +y*=7 i (x—3)2 +y*=15.

8.62. Do okregu o §rodku S = (1,1) nalezy punkt 4 =(2,2). Oblicz pole P tréjkata réw-
nobocznego wpisanego w ten okrag.

8.63. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw kwadratu ABCD o boku dlugosci 2, wiedzac
7e jego przekatne zawieraja si¢ w osiach uktadu wspohrzednych.

8.64. Punkt 4 =(l,5) jest wierzcholkiem kwadratu ABCD. Jeden z bokéw tego kwadratu
zawiera si¢ w prostej o rownaniu 2x — y = 2. Oblicz pole P kwadratu i promien R okrggu
opisanego na tym kwadracie.

8.65. Wierzchotkami trojkata ABC sa punkty 4 =(4,1), B=(6,7), C=(4,9).
a) Wyznacz rownania symetralnych bokéw 4B i BC trojkata ABC.
b) Wyznacz wspotrzedne srodka S okrggu opisanego na trojkacie ABC.
c) Napisz roéwnanie okrggu opisanego na trojkacie ABC.

Zadania zamkniete
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidiowq.)

VA
1. Obwdd trojkata OA4B, przedstawionego na rysunku . A p
obok, jest rowny: - -
A) 12, B) 342 +3, !
C) 32 +6, D) 6v/2 +6. B To| 113  *

2. Jesli punkty 4 i B sa dwoma wierzchotkami rownobocznego trojkata, gdzie 4 =(4,0),
B=(0,3), to obwdd trojkata jest rowny:
A) 5, B) 20, O) 15, D) 25.

3. Dwoma wierzchotkami tr6jkata rownobocznego sa punkty K i L, takie ze X =(0,7)
i L=(6,—1). Wysokos¢ tego trojkata ma dugosé:
A) 53, B) 5V2, C) 10v2, D) 1043 .

4. Dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu sg punkty 4=(-1,6) i B=(4,1). Obwod
tego kwadratu jest rOwny:
A) 20, B) 202, O) 5V2, D) 50.

5. Srodek S odcinka KM o koficach K - (1,2) i M =(3,—2) ma wspéirzedne:
A) (-1,0), B) (2,0), O (-1,-2), D) (2,-2).
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6. Jezeli wspdlczynnik kierunkowy prostej, przed- yA 4=8,3) _
stawionej na wykresie obok, jest rtowny b, to war- (O,b)/‘/
tos¢ b jest rOwna: et

1 1 — 10| 1 g  x
A) —g, B) -3, (@) 5, D) 3.

7. Prosta o réwnaniu y =(a—1)x+5 jest rownolegla do prostej o réwnaniu y =3x+1, gdy:
A) a=3, B) a=4, C)a=2, D) a=1.

8. Prosta o réwnaniu 2x+my—1=0 jest réwnolegla do osi y, gdy:

A) m=0, B) m=1, C)m=-1, D) m=-2.
: VA

9. Wspdlrzedne x i y punktow réwnoodleglych 3 ={6,3)
od punktow A i B (rysunek obok) spetniaja wa-
runek: T
A) y=-x+6, B) y=—x+3, 0] 1 6 §
C) y=2x+3, D) y=x-6. T

34-A={0;-3)

10. Prosta przechodzaca przez punkt P=(1,1) i prostopadla do prostej o réGwnaniu
1

y=——x-1, okreslona jest rGwnaniem:
1 3
A) y=5x—5, B) y=2x+1, C) y=2x-1, D) y=-2x+1.

11. Poczatek ukiadu wspotrzednych jest jednym z wierzchotkéw rombu ABCD. Jezeli
przekatna BD rombu zawiera si¢ w prostej o rownaniu y =4x—5, wowczas przekatna
AC rombu zawiera si¢ w prostej o rOwnaniu:

A) y=—4x+2, B) y=—lx, 8)) y=lx, D) y=——1—x—l.
4 4 4
12. Proste o réwnaniach ax+3y—1=0 i (@+1)x+7y+1=0 przecinaja si¢ w punkcie
K =(2,-1), gdy:
A)a=-2, B) a=-1, C)a=1, D) a=2.

13. Na prostej AB, gdzie A=(-1,4) i B=(0,—4), lezy punkt:
A) P=(134)3 B) P=(_1&4)’ C) P=(_13_4)9 D) Pz(13_4)'

14. Punkt C =(2,8) jest wierzchotkiem trapezu 4BCD. Podstawa AB tego trapezu za-
warta jest w prostej o rOwnaniu y =6x+1. Zatem podstawa CD trapezu zawiera si¢

w prostej o rOwnaniu:
A) y=—-6x—4, B) y=6x+4, C) y—6x+4=0, D) y+6x—-4=0.



8. Geometria na plaszczyinie kartezjariskiej 161

15. Kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD sa punkty A=(-1,3), B=(,1)
i C=(3,5). Srodkiem symetrii réwnolegloboku jest punkt S o wspolrzednych:
A) (4a 2): B) (4: 4)’ C) (ls 4)’ D) (_23'"1)’

16. Dwoma przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu ABCD Sq punkty A=(3,5)
i C=(-1,3). Pole tego kwadratu jest rowne:

A) 20, B) 4, C) 10v5, D) 10.

17. Odleglo$é srodkéw dwoch okregow o réwnaniach x2 + y? =3 i x> + y? —2x=0 jest
rOwna:
A)l, B) 2, C) 3, D) 4.

18. Punkty 4=(-1,3) i C=(7,9) sa przeciwlegtymi wierzchotkami prostokata ABCD.
Promiefi okregu opisanego na tym prostokacie jest rowny:
A) 10, B) 62, C) 5, D) 3v2.

19. Réwnanie okregu o $rodku S =(—1,2) i promieniu ¥2 ma postaé:
A) (x+1¥ +(y-2Y =2, B) (x—1)+(y+2) =2,
O) (x+1)V+(y+2) =2, D) (x+1Y+(y-2)=2.

20. Okrag o rownaniu x°+ 3 +3x—5y=0 przecina 0§ x w punktach o wspélrzednych:

A) (0,-3) i (0,0), . B) (-3,0) i (0,0),
C) (0,3) i (0,-3), D) (-3,0) i (0,3).
21. Okrag o réwnaniu x°+3y° —2x—3=0 przecina o$ y w punktach o wspolrzgdnych:
A) (-+/3,43) i (0,0), B (0,0) i (¥3,-+3),
C) (-+3,0) i (3,0), D) (0,-v3) i (0,+3).

22. Liczba punktéw wspélnych okregu o réwnaniu (x+3) +(y—1F =9 z osiami ukladu
wspolrzednych jest rowna:
A) 1, B) 2, C) 3, D) 0.

23. Wierzchotkiem trojkata rownobocznego jest punkt 4=(1, 4), a $rodkiem okregu wpi-
sanego w ten trojkat jest punkt S = (-5, — 2). Réwnanie tego okregu ma postaé:
A) (x+5) +(y+2) =18, B) (x—5) +(y+2)' =18,
C) (x+5Y¥ +(y-2)Y =27, D) (x+5V +(y+2)=27.
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24. Punkt 4=(1, 2) jest wierzcholkiem trojkata réwnobocznego ABC, a punkt S =(4,~1)
jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie. ROwnanie tego okrggu ma postac:
A) (x+4Y +(y-1Y =32, B) (x—-4)Y +(y-1} =18,

C) (x—4Y +(y+1) =18, D) (x—4Y +(y+1)* =9.

25. Prosta k jest styczna do okregu o rownaniu (x—1) +(y+4) =16 . Odleglosé $rodka
okregu od prostej jest rOwna:
A) 17, B) 16, C) 4, D) 243.

26. Jedna ze $rednic okregu o réwnaniu (x—2Y +(y+1)’ =5 zawiera si¢ w prostej o row-
nantu:

A) y—-x-3=0, B) y=—%x+2, C) y=2x-5, D) y—5x+12=0.

27. Srodkiem okregu o rownaniu x* + y? +8x =0 jest punkt:
A) §=(0,8), B) $=(4,4), C) §=(-4,0), D) §=(0,4).

28. Srodek S okregu o rownaniu x” + y* —4x—8y+4 =0 ma wspdirzedne:
A) ("‘294)9 B) (2,4)9 C) (452), D) (_23_4)'

29. Promien okregu o rownaniu x° +y> —2x+2y—10=0 jest réwny:
A) 10, B) 12, C) 243, D) 342.
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Odpowiedzi i wskazowki

81.3) y=2x—8 (lub 2x—y—-8=0), b)p: y=—-—;—x—3 (lub x+2y+6=0), c)k: y=—%x+—;- (lub
x+2y—1=0), @ : y=2x+2 (lub 2x— y+2=0). Wskazéwka. b) Symetralna p jest prostopadia do
prostej AB i przechodzi przez $rodek S odcinka 4B, gdzie S =(2,-4).

8.2. y=%x+2 , 4x—-6y-3=0. 8.3. Tak. Wskuzowka. Sprawdzamy, czy punkt C lezy na
prostej AB. 84.a) m=-2, b) m=—%, ¢)m=1, d) m=1lub m=-
85.8) k [k, b) Kk Lk, &y Lk,. 8.6.a) m=-2, b) m=0 lub m=9.

8.7.2) m=1, b) m=22 lub m=-22.

88.a) 4'=(-3,-2), b) 4£'=(3,2), ¢) 4£'=(-3,~8), d) 4£'=(5,2), ¢ 4'=(3,-2), H 4£=(7,6).
89. P’=(3,6). Wskazowka. Prosta prostopadta do prostej X ma réwnanie y=-2x+12. Proste przecinaja
si¢ w punkcie S =(4,4), ktory jest srodkiem odcinka PP’.

8.10. Trojkat ABC ma of symetrii o rbwnaniu y =-7x+29 . Wskazdwka. Obliczamy dtugosci bokéw
trojkata 1 sprawdzamy, czy jest on rOwnoramienny.

8.11. y=2x—4. Wskazowka. Punkt D =(2,0) jest srodkiem boku AB. YA o

8.12. B=(4,3), C=(0,1). Wskazowka. Proste AB i AC (rysunek RIS

obok) przecinaja si¢ w punkcie 4=(0, 7). Punkt C=(x., y.) lezy na NS ;’\ P

prostej o rownaniu x =0, wigc xc =0, zatem C=(0, y.). Poniewaz 1 S 0“ =
e g

YctXp _ 2 (bo punkt S =(2, 2) jest érodkiem boku BC) i x- =0, . CRER RN

wigc x5 =4. Poniewaz x; + y5 —7=0 (bo punkt B lezy na prostej T ol % »

oréwnaniu x+y-7=0)1i xz =4, wigc ypz=3. - i

8.13. y=2x+3. Wskazéwka. Punkty przecigcia prostej z osiami ukladu wspotrzednych: (0,—2) i (-4,0).
8.14. B=| - ? 9 8.15. 2x+ y—4=0. Wskazowka. Wysokos¢ AD jest prostopadla do

boku BC i przechodzi przez punkt 4. 8.16. JOP|=245 .

8.17. Nie, bo punkt o wspé6trz¢dnych (%, 7) nie lezy na prostej o rOwnaniu x+y=0.

8.18. a) P=(4,-3), gdy m=-2, b) P=(11,-5), gdy m=17.

8.19. |4B|=|4C|=65

8.20. a) y—g +1—i, b) y=x-1, ¢) y=J§x+1—2J§, dx=2 J’A; _2'
(rysunek obok). Wskazowka. a) Wspblczynnik kierunkowy prostej: a =tg 36" , 1 i x_i
czyli a= _?— Zatem rownanie prostej przechodzace) przez punkt 4: 1= g -2+D, f 0~ - i g
stad b= 1—-%[— |
821.a)f: y=x+4, k y=—x—3, b)7. 8.22. P= (‘% %]
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B&DBO =4

8.23.a) D=(0,6), b) y =—%x+6 s © Py pctPipgo=30. Wskazéwka. a) Poniewaz
A ABC

wiee 2212 zatem |0D|=6, skad D=(0,6). b) y-yp =224 (xx,,), cay

|C4] Xp =%y

6+3 3 1 1
0 (x 0), skad y=—zx+6 c) PAABC"'PADBO=E|AC|'|BC|+E|OB|'|OD|-

8.24.8) P, 50 =3, |x CAB|=18°,

y=-6=

b) P, ssc =%, lx CAB|=|x 4BC|=45°.

Wekazowka a) Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, stwierdzamy, ze trojkat ABC jest prostokatny, gdy

b

=Y

=Y

|4cl= =245. 7 A
et
A L
8.25. C=(2,2). Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia, jak na rysunku obok - AN § '[C ‘ )
M =AXo VC
mamy: S, =(0, y), S, =(x,0), C=(xc, yc). Z wzoru na wspéirzedne 1 \\\ s
- - S
rodka odcinka (dla S, —2Y¥¢ =0 idla §,: Z272€ = 0) otrzymamy REDERERNUE
wspolrzedne x. 1 y.. ! B
A
8.26. 8) |[4B|=10, b) y=-3x+5, ¢ y=§x—§. S
Wskazowka. a) tABI = \/(xB -X, )2 +(vz -4 )2 =10. ¥¥al
b) m:y—y, =28~ Ve xg), stad m:y=-3x+5. 1 \ ,
Xp —Xc
i _ 1 _ 5
) k:y—-y,=a(x-x,), stad y—;x—-é-. T\ Al
d) Zauwazamy, e Be k , wiec |4 ABC|=90° (rysunek obok), czyli B
trojkat ABC jest prostokatny. Zatem srodek S okregu opisanego na — 14, ] \“m
tym trojkacie jest srodkiem przeciwprostokatnej AC c.n.u. " | '
1 W
8.27. P= 75. Wskazowka. Pole P trojkata ABC obliczamy np. z wzoru A1 '
P= % , gdzie podstawa a=|4B|=+/10, a wysokoé¢ #=|CD| (rysunek obok). AN
Nalezy napisaé rownanie prostej CD prostopadlej do prostej AB o réwnaniu 7 / 1 \\
y=3x+6, przechodzacej przez punkt C, czyli y =—%x+% oraz wyznaczy¢ ,‘-’f \ \0\ \l\
s N
wspotrzedne punktu D albo skorzystaé z wzoru na odlegloéé punktu od proste;. T N\
v A
8.28. Trojkaty ABC i ABD sa przystajace, bo odpowiednie boki trojkatéw sa sobie ~
rowne. Wskazowka. Obliczajac dlugoéci bokow trojkatéw (rysunek obok), mamy: B 7
|BC|=|D4|=+/5. |AC|=|BD|=+/53 , |4B|=6 P
0 2
T\
8.29. a) Trojkaty sa podobne w skali k=2, 8) Pypc =12, Pagrg =48. A
D
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8.30. a) Punkty 4, B, C moga by¢ wierzcholkami kwadratu, b) D=(6,8), r=+10.

Wskazowka. by Srodek S =(4,4) odcinka AC jest tez Srodkiem odcinka BD, wiec D =(6,8).

831.a) C=(7,-7), D=(0,-6), b) L=10x, P=25r. Wskazéwka. b) Srodek okregu opisanego na
2

kwadracie ABCD jest srodkiem jego przekatnych. 832.a) P=80, b) y= —%x + 4;.

833.a) y= —-};x— 3, b)C=(-8,-1), o § =G —1). Wskazéwka. b) Punkt C jest punktem przecig-
cia prostej CD i prostej prostopadiej do niej przechodzacej przez punkt B.

VA
8.34. Prostokaty ABCD i KLMN sa podobne w skali k=2. N Ipl 14 e
L
Wskazowka. Obliczajac dhlugosci odpowiednich bokdw, stwierdzamy, T Tol 1 »
[KZ| _|LM] NN -
ze prostokaty ABCD 1 KLMN sa podobne, bo —=>——=
|4B| |BC]|
8.35. Tak. Punkt D jest czwartym wierzchotkiem réwnolegloboku. -
8.36.a) D=(3,0), b) P=15. Wskazowka. a) Obliczajac $rodek S przekatnej AC, mamy S = [1, 0 )
ktory jest jednoczesnie Srodkiem przekatnej BD, czyli (%, 0)= (xDT—Z, yDT-'.O .
b) Pole rownolegltoboku 4ABCD jest dwa razy wigksze niz pole trojkata, np. tréjkata ABC. Obliczenie pola
trojkata: patrz wskazowka do zadania 8.27.
8.37. Nie jest rtownoleglobokiem. Hiskuzowkha. Sprawdzamy, czy $rodki przekatnych AC i BD leza w tym
samym punkcie [SAC = (1, %} S =1, 6)] . 8.38. C=(-8,0), D=(-7,10).
839.a) [4C|=2V13, |BD|=2Y5, L=4(14v2), b)|AC|=2v17, |BD|=85, L=36.
Wskazowka. Zauwazamy, ze |AC|=2-{4S| i |BD|=2-|BS|. Wspélrzedne trzeciego wierzcholka, np. C
wyznaczamy zauwazajac, ze punkt S jest §rodkiem odcinka AC.
8.40. a) Czworokat ABCD jest rombem. b) P=119. Wskazéwka. a) |4B|=|BC|=|CD|= |DA| 13,
7 3 5 8
b P-—A B 841.a) y=—x+—, b) y=—x+—.
) P=-|4C|-|BD]. ) y=oxto, B) y=—Txto.
842.a) C=(6,6), b) P= % , € y=—x+9. Wskazéwka. b) Dlugo$é wysokosci DE obliczamy
korzystajac z wskazéwki do zadania 8.27. Zatem P= (3‘/5 ; 6‘/5) . 3\2[2_ . ¢) Osia symetrii trapezu jest
symetralna odcinka 4B lub odcinka CD. YA
L ’7(-
4 8 L . : p
843. C=(-2,4), D= 375 Wskazowka. Wierzcholek C lezy B
na prostej k( y = —;-x + 5 ) przechodzacej przez punkt B i prostopadte; X N T
do prostej o rOwnaniu y =-—2x. Zatem jest on punktem wspolnym \\\ 5
prostej k i prostej o rbwnaniu y =—2x. Wierzcholek D lezy na prostej / 4 >
0 X
(y= —;-x —2) przechodzacej przez punkt A i tez prostopadlej do prostej
, . w=+2%
oréwnaniu y =-2x. ;
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8.44.2) (x—5)" +(y+12)* =225, r=15, §=(5,-12), b) (x+2)*+(y-1)* =25, r=5, §=(-2,1),
©) (x—1)*+(y-3)* =13, r=413, §=(1,3).
8.46. Punkt A nalezy do okregu. 8.47. a) Prosta k jest styczna do okrggu o, b) prosta £ jest
sieczna okrggu o, ¢) prosta & jest zewnetrzng do okregu o.
8.48. Z osia x: (0,—4), (0,4), zosiay: (-8,0), (2,0).
8.49.a) (0,3), b) (~v2,-vV2) b (v2,2), ©) (~1,~2) ub (1,2), d) (0,~1) lub (1,0).
Wskazowka. Rozwiazujemy uklad rownan okregu i prostej.
8.50. a) Okregi styczne zewngtrznie, wigc maja jeden wspolny punkt, b) okregi przecinaja si¢ w dwéch
punktach, ¢) okregi sa rozlaczne zewnetrznie, d) okregi sa styczne wewnetrznie, e) okregi sa rozlaczne
wewngtrznie, wspotsrodkowe.
8.51.3) (x+4)°+(y+1)° =2, b) (x+1)°+(y-2)*=20, © (x-3)*+(y-2)* =13,
d) (x+3)*+(y—4)* =26. Wskazowka. b) Promieniem okregu jest dtugoé¢ odcinka 4S, d) Srodek S
okregu jest Srodkiem odcinka 4B, a promieniem jest dtugo$é odcinka, np. S4.
852 o :(x+2)* +(y+5)° =16, o0,:(x—4)" +(y—-3)* =36. Wskazéwka. Rozwiazujemy uklad

) C|ninr=2:3
rownan: .

{’i +r =|S1S2I

8.53.a) (x-2)°+(y-3)"=9, b) (x+1)>+(y-5)*=25, © (x+2)*+(y+4)* =16,
d) (x-3)* +(y+3)" =9. Wskazdwka. Jezeli §=(xy, v5), t0 r=|y,|-
8.54.2) (x+4)*+(y-1)" =16, b) (x+5)°+(y-6)" =25, © (x-3) +(y+5)* =9.
Wskazéwka. Jezeli S ={(xy, y,), to r=|x,|.
8.55. (x—5)* +(y—5)" =25 lub (x+5)* +(y—5)* =25 lub (x—5)* +{y+5)* =25 lub
(x+5)* +(y+5)* =25. Wskazowka. Sa cztery okregi, kazdy lezacy w innej éwiartce uktadu wspolrzed-
nych, czyli jezeli S = (xy, ¥y), to r=|x,|= |y -
8.56. (x—3)*+(y—4)*=9. Wskazowka. Srodek S okregu lezy na prostej o réwnaniu y =4, wiec
S =(r,4). Zatem réwnanie okregu ma postac (x—ry+ (y—4)2 =r?, a podstawiajac do niego wspolrzedne
punktu B otrzymujemy réwnoéé (3—r)* +(7-4)* =2, skad r=3.
857. (x—1)+(»y-2)*=9 ub (x—l?l)z -I-( y ——2—5—2—)2 =9. Wskazéwka. Srodek S okregu lezy na prostej
o réwnaniu y =2x, wigc S =(x, 2x). Poniewaz r=|4S]|, to 3= J(x—4)? +(2x=2)" .

858.a) (x+2)* +(y+1)° =4, b) x-2)°+(y-1)*=4, ¢ (x+2)*+(y-1)*=4. Wskazéwka. Obra-
zem okrggu o jest okrag o, o tym samym promieniu a §rodek S, jest obrazem $rodka S okregu 0 w danym
przeksztalceniu, np. gdy S = (2, - 1) ,t0 § = (— 2,—- 1).

8.59.8) d, =4V2-2, d,=4V2+2, b) d,=0, d, =25 . Wskazéwka. Obliczamy odleglosé punktu P
od srodka S okregu. Zauwazamy, ze d, =|PS| -rid, =|PS!+r .

8.60. 4v2 . Wskazéwka. Punkt A, srodek S okrggu oraz punkt stycznosci tworzg trdjkat prostokatny,
w ktorym przeciwprostokatna |AS|= 542, a jedna z przyprostokatnych ma dlugo$é promienia okregu.
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8.61. P=8r.

A
8.62. P =%J§ . Wskazowka. Z warunkdéw zadania promien okrggu jest rowny 1, - /<
2
a z zaleznosci w trojkacie rownobocznym R = ﬂ_‘/__?_’_ mamy a =—3— oraz P=2 V3 .~ 1 N
3 3 4 G/ >
0 WA x
8.63. 4=(v2,0), B=(0,v2), C=(-+2,0), D=(0,-+2). //
Wskazowka. Rysunek obok. iy

10

864. P=5, R= - Wskazowka. Obliczamy wspéhrzedne, np. punktu B = (x, y) jako punktu wspdlnego
prostej o réwnaniu 2x -y =2 z prostg prostopadta do niej i przechodzaca przez punkt 4, czyli rozwiazujemy

y=2x-2 =3
uklad rownan 1 ll,Sta,d{ .
y=—Ex+? y=4

8.65. a) Symetralna boku 4B: y =—%—x+% , Symetralna boku BC: y=x+3, b) §= (2, 5),
¢) (x—2)*+(y—5)*=20. Wskuzowka. b) Srodek S okregu opisanego na trojkacie jest punktem przecig-
cia si¢ symetralnych bokow trojkata.

Odpowiedzi do zadan zamknigtych

e

Mezad| 1.]2.(3.[4.{5.[6.]7.{8. 10.(11.(12.]13.[14.(15.]|16.|17.|18.] 19.
'odp. | D|C|A|B|B|C|B|A|B|Ci{B|D|B|C|C|D|A|C|D

Nezad.| 20.(21.(22.|23.|24.|25.]26.(27.]28.|29.
odp | B|D|C|A|C|C|C|[C]|B]|C

Wskazéwki do zadan zamknigtych

9. Punkty o wspolrzednych (x, y) rowno odlegie od punktéw A i B, leza na symetralnej odcinka AB.
11. Druga przekatna AC rombu przechodzi przez poczatek uktadu wspélrzednych i jest prostopadta do
przekatnej BD.
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9. Stereometria

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy mature:

a) wskazuje i oblicza katy miedzy §cianami vneloécmnu, mlqdzy écmnntm 1 odcmkamx
oraz miedzy odcinkami takimi jak krawedzie, przekatne, wysokoéci,

b) wymmzwuzlu miarowe w wielofcianach i brylach Mwwh Z Zastosowaniem
trygonometrii.

Graniastostupy

9.1. Suma dlugosci wszystkich krawedzi szescianu rowna jest 144 cm. Oblicz dhugosé¢ d
przekatnej tego szescianu.

9.2. Przekatna d sze$cianu jest o 2 cm dhuzsza od jego krawedzi. Oblicz:
a) pole powierzchni calkowite) szescianu,
h) objetos¢ szesScianu,
¢) miare kata @ nachylenia przekatnej szescianu do jednej ze écian.

9.3. Przekatna ciany szeScianu ma dlugos¢ 243 (rysunek obok). D 1' a Gy
Oblicz: A4, : B
. - | e
a) dlugos¢ przekatnej d szescianu, A
b) sinus kata B miedzy krawedzia szescianu a jego przekatna, ,Q AT ‘; C
. P 4\
¢) objetosé szescianu. % B
4\ 23
L g : D,

9.4. Krawedz szescianu (rysunek obok) ma dhugos¢ 5 cm. Oblicz ‘ C
pole: A . |B1 |5
a) czworokata 4,BCD,, ,;P_ L. _JC
b) trojkata 4,4C, A“=<F 5
¢) trojkata AB\D,.

D
S, €l
;. aest S
9.5. W szescianie o krawedzi dlugosci a (rysunek obok) punkty i 1B/ Ja

S, i S, saodpowiednio srodkami krawedzi 4D, i B,C,.Oblicz D!
[ Hemekf---JC
pole P czworokata ABS,S, . o pt
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9.6. W szeScianie o krawedzi dlugosci a (rysunek obok)
punkty S1 5, sa $§rodkami symetrii odpowiednio scian ABCD
i 4,B,C,D, . Oblicz:
a) pole trojkata BCS,, |
b) cosinus kata @ miedzy plaszczyzna trojkata BCS, a plasz-

czyzna Sciany ABCD.
S, 2 p— ‘Sz Ci
9.7. W szescianie o krawegdzi dlugosci a (rysunek obok) po- Ay 4 #B,
laczono §rodki S,, S, i S; trzech krawedzi wychodzacych S3,
z wierzchotka D, i otrzymano tréjkat S,S,S, . Oblicz jego T e’
pole P. AL B

9.8. W sze$cianie o krawedzi dlugosci a punkty S; 1 S, sa
$rodkami krawedzi 4,D, i C,D, . Nazwij czworokat ACS,S,
1oblicz jego pole P.

9.9. Pokdj Zosi ma ksztalt prostopadtoscianu o dlugosci 4,5 m, szerokosci 4 m i wysoko-
sct 2,5 m. Okno 1 drzwi zaymuja 20% powierzchni Scian pokoju. Zosia chce pomalowac
sufit 1 §ciany pokoju. Ile musi kupi¢ puszek farby, jezel jedna puszka farby starcza na
pomalowanie 13 m* powierzchni?

9.10. W prostopadio$cianie przekatna $ciany bocznej o dtugosci 8 cm jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem 45°, a przekatna prostopadlos$cianu tworzy z plaszczy-
zna podstawy kat 30°. Oblicz dtugos¢ przekatnej d prostopadioscianu i jego objgtosé.

9.11. Dhugosci trzech krawgdzi prostopadtoscianu sa w stosunku a:b:c=1:2:3. Jezelite
krawedzie przedluzymy odpowiednio o 2 m, 1 m i 3 m, to objgtos¢ prostopadioscianu
zwigkszy si¢ 0 426 m’ . Oblicz dhugosci a, b, ¢ krawedzi prostopadtoécianu.

9.12. Objetosé prostopadioscianu jest réGwna 42 cm” . O ile zmieni si¢ jego objetosé, jezeli
dhugos¢ podstawy prostopadloscianu zwigkszymy czterokrotnie, szerokos¢ zmniejszymy
dwukrotnie, a wysokosS¢ zmniejszymy trzykrotnie?

9.13. Bloczek do budowy fundamentéw ma ksztalt prostopadioscianu o polu powierzch-
ni 16,84 dm?. Oblicz wymiary bloczka, wiedzac ze jego wymiary sg kolejnymi wyrazami
ciaggu arytmetycznego o réznicy 0,5.
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9.14. Objetoéé prostopadioscianu jest réwna 216 cm” a pole powierzchni catkowitej row-
ne 312cm’. Dhugosci krawedzi prostopadloscianu tworza rosnacy ciag geometryczny.
Oblicz dtugos¢ przekatnej d prostopadlo$cianu.

9.15. Suma liczby wierzchotkow i §cian graniastostupa jest rowna 17. Potrojona liczba
scian jest o 11 wigksza od liczby wierzchotkéw. Oblicz, ile ten graniastostup ma:
a) wierzcholtkow, b) Scian, ¢) krawedzi.
Nazwij wielokat, ktory jest podstawa tego graniastostupa.

9.16. Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest row-
ne 90. Oblicz wymiary graniastostupa, wiedzac ze suma dtugosci wszystkich jego krawe-
dzi jest rOwna 48.

9.17. Pole podstawy graniastoshupa prawidtowego czworokatnego jest réowne 36 cm? . Kat
migdzy przekatng Sciany bocznej a krawedzia podstawy ma miare 60°. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej 1 objgtos¢ graniastostupa.

9.18. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym przekatna o dhugosci d jest nachylo-
na do plaszczyzny podstawy pod katem ¢ . Oblicz objeto$¢ graniastostupa, wiedzac ze
sina=0,2 .

9.19. W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym (rysunek obok)
0 polu podstawy rownym 12\/5 polaczono wierzchotek C;
z wierzchotkami 4 1 B. Oblicz sinus kata @ pomig¢dzy plaszczy-
zng trjkata ABC,| a plaszczyzna podstawy ABC graniastostupa,
wiedzac ze pole trojkata ABC, jest rowne 2043 .

9.20. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego tréjkatnego jest rowne su-
mie pol obu podstaw. Wyznacz sinus kata nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sg-
siedniej Sciany bocznej.

9.21. W podstawie graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dhugosci 5 cm 1 12 cm. Powierzchnia boczna tego graniastostlupa po rozwinigciu jest
kwadratem. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objeto$¢ graniastostupa.

9.22. Najdluzsza przekatna graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego tworzy z plasz-
czyzng podstawy kat 60°. Wiedzac, ze podstawe graniastostupa mozna wpisaé¢ w koto
o promieniu 2+/3 , oblicz objeto$é tego graniastoshupa.
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9.23. Podstawg graniastosfupa prostego (rjr‘s@éktobok) jest |
romb o boku dlugoéci 8 cm i kacie ostrym o mierze 60°. Prze- C B
. . ] i oL 1 d
katna graniastostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy \.’\
pod katem 60°. Oblicz objgto$¢ tego graniastostupa. .

Ostrostupy

9.24. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dhugos¢ krawedzi podstawy jest rowna 4.
Wysoko$é ostrostupa ma dtugo$é 6. Sporzadz odpowiedni rysunek i oblicz miare:
a) kata B nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do plaszczyzny podstawy,
b) kata ¥ nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy,
¢) kata o $ciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa,
d) kata @ miedzy krawedzia boczng a krawedzia podstawy.

9.25. Wysoko$é¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugo$é 8. Krawedz boczna
jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz:
a) objetos¢ ostrostupa,
b) pole powierzchni bocznej ostroshupa.

9.26. Sciana boczna w ostroshupie czworokatnym prawidlowym tworzy z plaszczyzna pod-
stawy kat o mierze 50°. Wysoko$¢ jego $ciany bocznej ma dlugos¢ 10 cm. Oblicz pole
powierzchni bocznej ostrostupa. '

9.27. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym przeciwlegle krawgdzie boczne o dhugo-
Sciach 9/2 sa do siebie prostopadle. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

9.28. Krawedz podstawy w ostrostupie prawidlowym czworokatnym ma dlugo$é 8 cm,
a kat miedzy plaszczyznami, w ktorych zawieraja si¢ przeciwlegle Sciany boczne, ma
miare 70°. Oblicz:

a) pole powierzchni catkowitej ostrostupa,
b) objetos¢ ostrostupa.
Wyniki zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

9.29. Oblicz rzeczywista powierzchnie piramidy w ksztalcie ostrostupa prawidlowego czwo-
rokatnego o wysoko$ci 120 m, wiedzac Ze na planie w skali 1 : 5000 krawedz jej podsta-
wy ma dhugo$¢ 64 mm. O ile procent powierzchnia boczna piramidy jest wigksza od
powierzchni jej podstawy?
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9.30. Podstawa ostrostupa czworokatnego jest kwadrat o boku a. Jedna z krawedzi bocz-
nych jest prostopadla do podstawy ostrostupa, a dwie sa nachylone do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 45°. Oblicz cosinus kata & nachylenia najdtuzszej krawedzi bocznej do

plaszczyzny podstawy.

9.31. W szescianie o krawegdzi dhugosci a potaczono wszystkie wierzcholki dolnej podsta-
wy z jednym z wierzchotkow podstawy gornej. Sporzadz odpowiedni rysunek i oblicz pole
powierzchni calkowitej otrzymanego w ten sposéb ostrostupa. Z ilu takich ostrostupow
mozna zlozy¢ szescian?

9.32. W ostrostupie o podstawie kwadratowej (rysunek obok) od-
cinek SE jest wysokoscia, a punkt £ jest srodkiem krawedzi AD.
Oblicz objetos¢ ostrostupa, gdy: |4S|=15cmi [SB|=17 cm.

9.33. Oblicz objgtos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi dlugosci 10 cm.

9.34. Producent napojéw owocowych ma do wyboru dwa rodzaje pojemnik6éw, do ktérych
chcialby wlewac 0,5 litra napoju. Jeden z pojemnikoéw jest w ksztalcie czworo$cianu
foremnego o krawedzi 1,6 dm, a drugi w ksztalcie sze§cianu o krawedzi 0,8 dm. Ocen, do
ktérego rodzaju pojemnika powinna wytwomia wlewac napdj.

9.35. Punkt M lezacy poza plaszczyzna wyznaczong przez wierzcholki trojkata réwno-
bocznego, jest odlegly od kazdego z tych wierzchotkéw o +13 cm, a od kazdego z jego
bokow o 2 cm. Wyznacz odlegto$é punktu M od plaszczyzny trojkata rownobocznego.

9.36. Sciany boczne prawidlowego ostrostupa trojkatnego sa trojkatami prostokgtnymi.
Narysuj siatke tego ostrostupa i oblicz miarg kata o, jaki plaszczyzna $ciany bocznej
tworzy z plaszczyzna podstawy. Wynik podaj z dokladnos$cia do 1°.

2

9.37. Pole sciany bocznej ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest rowne ,gdzie a

oznacza dlugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa. Oblicz cosinus kata B , jaki §cia-
na boczna ostrostupa tworzy z plaszczyzna jego podstawy. Miare kata 8 podaj z do-
kladnoscia do 1°.

9.38. Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat rownoboczny ABC o boku dlugosci 8. Punkt D
jest Srodkiem krawedzi AC, odcinek DS jest wysokoscia ostrostupa. Krawedzie AS1 CS
maja dlugo$é 7. Oblicz: |

"a) dugos¢ krawedzi BS tego ostrostupa,
b) miarg kata o nachylenia najdtuzszej krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.
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9.39. Podstawa ostrostupa jest prostokat o polu 54 cm? , a stosunek dlugosci bokow pod-
stawy jest rowny 2 : 3. Krawedzie boczne ostrostupa tworza z plaszczyzna podstawy
katy o rownych miarach 60°. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

9.40. Podstawa ostrostupa jest prostokat o polu 9 dm?. Dwie §ciany boczne ostrostupa sa
prostopadie do plaszczyzny podstawy, a dwie pozostate Sciany boczne tworza z plasz-
czyzna podstawy katy odpowiednio 60° i 30°. Oblicz objgtos¢ ostrostupa.

9.41. Podstaws ostrostupa jest romb o polu 144 cm?, w ktérym stosunek dhugosci przekat-
nych jest rtéwny 2 : 1. Jedna z krawedzi bocznych ostrostupa poprowadzona z wierzchot-
ka kata ostrego rombu jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy. Najdtuzsza z krawedzi
bocznych jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem o mierze 30°. Oblicz:

a) dhugosci wszystkich krawedzi ostros}upa
b) objetos¢ ostrostupa.

9.42. Pole podstawy ostrostupa prawidlowego szesciokatnego jest rowne 96+/3 cm? . Plasz-
czyzna §ciany bocznej tworzy z plaszczyzna podstawy kat miary 30°. Oblicz objetosé
i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

9.43. W ostrostupie sze$ciokatnym prawidlowym najdluzsza przekatna podstawy réwna
jest 4+/3 . Plaszczyzna $ciany bocznej tego ostrostupa tworzy z plaszczyzna podstawy
kat miary 45°: Oblicz kat a nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do plaszczyzny jego
podstawy.

Bryty ohrotowe

9.44. Naczynie o pojemnosci 1 litra ma ksztalt walca, ktorego wysokos¢ H jest > razy
wieksza niz §rednica podstawy. Oblicz promien podstawy walca.

9.45. Walec do réwnania nawierzchni szosy ma $rednice¢ 2 m i dlugos¢ 2,5 m. Oblicz,
ile metréw kwadratowych szosy wyrowna ten walec, gdy przesuwajac si¢ w jednym
kierunku wykona 20 pelnych obrotow. Do obliczen przyjmij 7 = 3,14.

9.46. Prostokat ma boki o dlugosciach 6 cm i 8 cm. Oblicz stosunek objetosci bryty, jaka
powstanie po obrocie tego prostokata wokot dluzszego boku, do objgtosci bryly powstatej
z obrotu wokot krotszego boku.

9.47. Z kawalka blachy w ksztalcie prostokata o dlugosci 48 cm i szerokosci 20 cm nalezy
wykona¢ boczna powierzchnig¢ naczynia w ksztalcie walca, odpowiednio ja zwijajac. Ktore



174 ' 9. Stereometria

naczynie bedzie miato wigksza objetos¢: czy to, ktérego wysokos¢ rowna jest szerokosci
blachy, czy to, ktérego wysokos¢ réwna si¢ dlugosci blachy?

9.48. Prostokat ABCD o bokach a i b obrécono raz wokoét boku a, a drugi raz wokot
boku b. Otrzymano dwa walce, ktorych pola powierzchni catkowitych sa sobie rowne.
Wykaz, ze prostokat ABCD jest kwadratem.

9.49. Wykaz, Ze prostokat obracajacy si¢ raz wokot dtuzszego boku i drugi raz wokot
krétszego boku wyznacza walce o tym samym polu powierzchni boczne;j.

9.50. Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu jest prostokatem, ktorego przekatna d
o dlugosci 8v2 tworzy z bokiem odpowiadajacym wysoko$ci walca kat o mierze 60°.
Oblicz objetos¢ walca.

9.51. Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu jest kwadratem o boku dtugosci 5. Oblicz
objetosé i pole powierzchni catkowitej walca.

9.52. Kwadrat o boku dlugosci @ rozcigto na dwa prostokaty, ktore po zwinigciu tworza
powierzchnie boczne dwoch walcow o wysokosci 7 . W jakiej odleglosci od jednego
z bokéw nalezy dokona¢ cigcia kwadratu, aby suma objgto$ci walcéw w, i w, byla naj-
mniejsza?

9.53. Przekr6j poprzeczny tunelu metra o dlugosci 3000 m jest
cze$cia kota o promieniu 4 m (rysunek obok). Linia PO wy-
znacza poziom tunelu, na ktérym bgda utozone szyny. Oblicz,
ile metrow sze$ciennych ziemi trzeba bylto usuna¢, aby zbu-
dowa¢ tunel. Do obliczen przyjmij 7 =3,14.

9.54. W stalowym walcu o wymiarach H =4dm, R=6cm, N
wydrazono cylindryczny otwor, ktérego objetos¢ stanowi 20% () ) ]ZR
objetosci catego walca. Oblicz: 2 A
a) dhugos¢ promienia r tego otworu, T H "

b) mase walca po wydrazeniu, wiedzac, ze ggsto$¢ stali p=7,9 cff . Do obliczen przyj-

mij 7 = 3,14 i wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 kg.

9.55. Grubo$¢ podkladki stalowej o ksztalcie i wymiarach

pokazanych na rysunku obok jest rowna 0,2 cm. Oblicz masg

tej podktadki, przyjmujac, Ze gestos¢ stali jest rowna 7,9 __g_3
cm

oraz 7 =3,14. Wynik podaj z doktadnoscia do 1 grama. 7 om

12 cm

—
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9.56. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka o wysokosci 3 1 objgtosci V =161 .

9.57. Kat ABC rozwarcia stozka przedstawionego na rysunku
obok ma miare 60° a suma dlugosci promienia » podstawy 1 two- l
rzacej [ jest towna 21 cm. Oblicz polei powierzchni bocznej tego
stozka. A B

9.58. Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoboczny o boku dtugosci V3 . Oblicz:
a) objgtosc stozka,
b) pole powierzchni calkowitej stozka.

9.59. Wyznacz miar¢ kata o rozwarcia stozka, jesli stosunek pola powierzchni bocznej do
pola podstawy stozka jest rowny 2.

9.60. Pole powierzchni bocznej stozka jest dwa razy wigksze
niz pole jego podstawy. Oblicz tangens kata « nachylenia
tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy.

9.61. Puchar w ksztalcie stozka napetniono ,,do polowy” (rysu-
nek obok). Oblicz, jaka cze$¢ pucharu napetniono.

9.62. Klepsydra ma ksztalt dwoch ztaczonych stozkéw o wymiarach

CI'I.'l3

podanych na rysunku. Piasek przesypuje sig z szybkoscig 2 ——. 11 cm
min.

Czy czas, ktory odmierza klepsydra jest rOwny czasowi trwania lekcji

w szkole? Do obliczen przyjmij 7 = 3,14. ZTem
9.63. Z arkusza papieru w ksztalcie kota o promieniu R dlugosci 30 cm zrobiono trzy

jednakowe pojemniki na prazong kukurydze w ksztalcie stozkow (pomijamy straty mate-

riatu). Ile nalezy zaplaci¢ za napehienie ich kukurydza po brzegi, jesli porcja kukurydzy

o objetosci 1 dm? kosztuje 3 z1? Do obliczen przyjmij 7 = 3,14 i wynik zaokraglij do pet-

nych ztotych.

9.64. Kotlo o promieniu R dlugoéci 10 cm podzielono na pigé rownych wycinkow. Z jedne-
go z nich utworzono powierzchnie boczna stozka. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka
1jego objetosd.

9.65. Od stozka o wysoko$ci H 1 objetosci V odcieto stozek o wysokosci £ 1 objetosci
réwnej polowie objetosci V. Oblicz stosunek dlugosci wysokosci H : h.
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9.66. W wyniku obrotu trojkata réwnoramiennego o bokach dtugosci 6, 6, 6+/3 wokoét
wysokosci 4 poprowadzonej do najdluzszego boku, otrzymano stozek. Oblicz:
a) objetosc stozka,
b) miarg kata ¢ nachylenia tworzacej do plaszczyzny podstéwy.

9.67. W trojkacie prostokatnym ABC (rysunek obok) wysokos¢ ¢
poprowadzona z wierzchotka C na przeciwprostokatna 4B ma /1:?\
dlugos¢ 4 cm, a odcinek |AD| =2 cm. Trojkat ten obrocono 45 1!)
wokot przeciwprostokatnej AB.

a) Sporzadz rysunek powstalej z obrotu bryly.

b) Oblicz objgtosc bryly.
¢) Oblicz pole powierzchni caltkowitej bryly.

B

9.68. Oblicz objgtos¢ bryly powstalej z obrotu trojkata prostokatnego 4BC woko6t najdiuz-
szego boku, wiedzac ze wierzchotek B lezy w poczatku uktadu wspotrzednych oraz

A=(3,1)iC=(2,2).
9,69, Trapez prostokatny ABCD (rysunek obok) o podstawach dlugosci 9 cm i 6 cm oraz
kacie ostrym ¢ takim, ze cosa = 1 obraca si¢ wokoét D 6 c

4
krétsze) podstawy DC. |
a) Sporzadz rysunek powstatej bryly i nazwij ja. i

b) Oblicz objetosé powstatej bryly. AS"F ¢ B
¢) Oblicz pole powierzchni catkowitej powstalej bryly.

9.70. Trapez ABCD o wierzchotkach 4=(-3,2), B=(,2), C=(1,6), D=(-3,8)
obraca si¢ wokdt dluzszej podstawy.
a) Opisz powstala bryle i podaj jej wymiary. b) Oblicz obj¢tos¢ powstalej bryly.
¢) Oblicz pole powierzchni calkowitej powstale) bryty.

9.71. Do produkcji lodéw o nazwie ,,Rozek” potrzebne sa wafle

w ksztalcie stozka o wymiarach podanych na rysunku.

a) Oblicz objgtos¢ V porcji lodow ,,Rozek”, jesli nad catkowicie
wypelnionym waflem jest jeszcze masa lodowa w ksztalcie
walca o wysoko$ci 2 cm ponad brzeg wafla. Przyjmij 7 = 3,14
i wynik podaj z doktadnoscia do 1cm>.

b) Ile pelnych ,,Rozk6w” mozna otrzymac z masy lodowe;j
wypelniajgcej prostopadlo$cienny pojemnik o wymiarach
08mx0,6mx0,4m?
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Z szeSciennej kostki o krawedzi 8 cm wycigto bryle
o wymiarach i ksztalcie pokazanym na rysunku obok.
Oblicz objetos¢ otrzymanej bryty. Do obliczeh przyjmij
7t ~ 3,14 i wynik podaj z doktadnoscia do 1 cm’.

9.73. Z pelnego naczynia stozkowego o wysokosci 18 cm 1 Srednicy podstawy 24 cm
przelano ciecz do pustego naczynia w ksztatcie walca o srednicy podstawy 10 cm. Oblicz
wysoko$¢ £ stupa cieczy w tym naczyniu.

18 :
9.74. Wysoko$¢ stozka ma dlugo§¢ — dm, a promien podstawy stozka jest rowny 4 dm.
/4

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym o wysokosci H krawedz podstawy a ma
dlugosé 4+/3 dm. Stozek i ostrostup maja jednakowa objetos¢. Oblicz miare kata o jaki
tworzy Sciana boczna ostrostupa z jego ptaszczyzng podstawy.

9.75. Szklanka ma ksztalt walca o wysokosci H =10 cm, a promien podstawy r =3 cm.
Oblicz, do jakiej maksymalnie wysokos$ci szklanki mozna nala¢ soku, aby mozna bylo
jeszcze wrzucic¢ trzy kulki lodu (catkowicie zanurzone), kazda o promieniu 1 cm.

Promien kuli zwiekszono tak, ze pole jej powierzchni wzrosto o 44%. O ile procent
wzrosta jej objgtosc?

Zadania zamkniete
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz prawidfowq)

1. Spoérdéd rysunkow A, B, C, D, wskaz ten, na ktorym prawidlowo zaznaczono skosne

proste k1 /.
A) B) , C) ; p)
k : P /
/l = - sk 7 /k
B a T .

7 e 2

2. Sposrod rysunkow A, B, C, D, wskaz ten, na ktorym prawidlowo zaznaczono kat dwu-

Scienny o o $cianach 7, 1 7, .
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3. Z szeSciandw o krawedzi 2 zbudowano prostopadioscian o krawgdziach dtugosci 6, 8
i 12. Sze$cianéw tych uzyto:
A) 144, B) 72, C) 60, D) 26.

4. Jezeli przekatna szescianu ma dtugosé 5+/3 , to objetosé tego szescianu jest rowna:
A) 253, B) 753, C) 125, D) 125/3.

5. Jezeli przekatna szescianu jest o 1 cm wigksza od jego krawgdzi, to dtugosc krawedzi
jest rOwna:
V3+1
A) V3-1, B) ——,

C) 3+2v2, D) V3.

6. Jezeli pole powierzchni catkowitej szescianu o krawedzi a jest rowne 150a°, to obje-
to$¢ tego szeécianu jest rowna:
A) 254°, B) 1254°, O) 1254°, D) 1504°.

7. Jezeli pole powierzchni catkowitej szescianu jest rtowne 24a’, to krawedZ sze$cianu ma
dhugosé:
A) a, B) 2a, C) 3a, D) 4a.

8. Przekatna sze$cianu ma dlugosé 30. Pole powierzchni catkowitej tego szescianu jest

réwne:
A) 1800, B) 1500, C) 1200, D) 300.

9. Jezeli przekatna $ciany szescianu ma dhugos$é 32 , to jego objetos¢ jest réwna:

A) 18, B) 182, C) 27, D) 2742
D,

10. Objetosé szeScianu (rysunek obok) jest rOwna 8. Dlugos¢ od- y , ¢
cinka laczacego srodki krawedzi BC'1 4,D, jest rOwna: : N | B1
N2 B2, 023, Da PR e

AL B

11. Wierzcholki 4, B, C szeScianu na rysunku obok sa wierzchotka- ' B
mi trojkata ABC. Je$li krawedz szeScianu ma dhugoéé 2, to ob- | 2
wod trojkata ABC jest rowny: k=g
A) 6, B) 8, C) 6v2, D) 6v3 . A= 2

D

12. Sze$cian na rysunku obok ma krawedzie o dlugosci 6, a punkt P '1 22 G
jest srodkiem symetrii podstawy kwadratu 4BCD. Jesli punkt E jest 4, X
srodkiem odcinka B,C,, wtedy dlugo$é odcinka PF jest rowna: D.:_/ L __JC

P
A) 3v2, B) 35, C) 62, D) 9. A B
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13. Jezeli stosunck objetoéci dwoch szeSciandéw jest rowny 16, to stosunek dlugosci ich

krawedzi jest rowny:
A) 2, B) 22, ) 242, D) 4.
14. Przekatna d prostopadto$cianu 0 wymiarach 3 cm, 4 cm, 5 cm, E 4 s
ma dhugosé: :'
A) V12 cm, B) /30 cm, C) 542 cm, D) 543 cm. /,,._ __;

15. Prostopadio$cian o wymiarach 2cm, 3 cm, 4 cm jest podobny do prostopadio$cianu
0 0 objetosci 192 cm’ . Skala podobiefistwa tych prostopadioscianéw jest rowna:

A) 8, B) 242, C) 232, D) 2.
16. Pole powierzchni prostopadtoécianu o wymiarach 1 cm, 4 cm, 5 ¢m jest rowne:
A) 20cm?, B) 29cm?, C) 40cm?, D) 58cm’.
17. Krawedzie prostopadto$cianu sa opisane wyrazeniami jak na E
rysunku obok. Zatem x nalezy do zbioru: ! x+3
A) (-3;-1), B) (-3;-1Du(-L+e),
al x+2
C) (-1 +e0), D) (-1;+c0). x+1

18. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym o krawgdzi podstawy 3+/2 i wysoko-
Sci 2+/3 kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy jest rowny:
A) 22°30°, B) 30°, C) 45°, D) 60°.

19. Pojemnik ma ksztalt graniastoshupa prawidlowego czworokatnego, w ktorym dtugos¢
krawedzi podstawy jest o 1 dtuzsza od jego wysokosci 2. Wzér na objgtos¢ graniastostu-
pa w postaci uporzadkowanego wielomianu zapisujemy:

A) B’ +2h% +1, B) W+2h*+h, C)h+h, D) WX +h.

20. Jezeli graniastostup ma 18 krawedzi, to jego podstawa jest:
A) czworokat, B) pieciokat, C) szesciokat, D) dwunastokat.

21. Graniastostup o czterdziestu wierzchotkach ma:
A) 40 Scian, B) 22 sciany, C) 20 scian, D) 12 $cian.

22. Miara kata, jaki tworza sasiednie $ciany boczne graniastostupa prawidtowego szescio-
katnego, jest rOwna:
A) 100°, B) 120°, C) 90°, D) 60°.
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23. Sposrdd siatek A, B, C, D (rysunek ponizej) wskaz te, ktora nie jest siatka ostrostupa.
A) B) C) D)

Y e L A

b

&/

24. Siatka ostrostupa prawidlowego trojkatnego o krawedzi pod- g &7
stawy aq = 232 jest przedstawiona na rysunku obok. Pole po-
wierzchni catkowitej tego ostroshupa jest rowne:

A)2V3, B)2Y3+3, OA3+6, D)2{3+3). N/

25. Siatka ostrostupa prawidtowego szesSciokatnego jest przed- 4/X4
stawiona na rysunku obok. Pole powierzchni bocznej tego ostro-
shupa jest rowne:

A) 48V2, B)48, C) 2442, D) 8V2 .

26. Jezeli ostroshup ma 10 krawedzi, to liczba jego Scian jest rowna:
A) 5, B) 6, O) 8, D) 10.

27. Ostrostup, ktory ma 6 krawedzi, ma:
A) 8 wierzchotkow, B) 6 wierzchotkow, C) 5 wierzchotkow, D) 4 wierzcholki.

28. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym o wysokosci 9 przekatna podstawy ma
dhugos¢ 6. Objgtos¢ tego ostrostupa jest rowna:
A) 272, B) 48, C) 36V2, D) 54.

29. W ostroshupie prawidlowym czworokatnym stosunek dhugosci przekatnej podstawy do
dhugosci krawedzi bocznej ostrostupa jest rowny 3 : 5. Cosinus kata nachylenia krawgdzi
bocznej do plaszczyzny podstawy jest rowny:

A) 2 B) > O) 3 D) 4
10° 10° 5’ 5°
30. Na rysunku obok przedstawiono siatke walca. Pole powierzchni @
catkowitej tego walca jest roGwne: 6
A) 54rm B) 361, O 27rm, D) 187 .

(3
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31. Na rysunku obok przedstawiono siatkg walca. Objetosé tego T @
walca jest rOwna:

A) 187, B) 12, C) 6m, D) 6n°. @ l

32. Pole powierzchni bocznej walca o promieniu podstawy 1 jest rowne 47 . Wysoko$¢

tego walca jest rOwna:

1
A) 4, B) 7, C) 2, D) .

33. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o boku dlugosci 4. Objgtos¢ tego walca jest
roOwna:
A) 87, B) 167, O 32nx, D) 64r .

34. Jesli dlugo$¢ wysokosci walca jest rowna jego promieniowi i P, oznacza pole po-
wierzchni bocznej walca, a P, oznacza pole podstawy walca, to:
A) K, =P, B) F,=2P,, C) P,=2F, D) £, =3P,.

35. Walec powstal z obrotu kwadratu wokoél jego boku o dhugosci 4. Pole powierzchni
catkowitej tego walca jest rowne:

A) 32rm, B) 36x, C) 40, D) 64r .

36. Po rozwinigciu powierzchni bocznej walca otrzymano kwadrat o boku 6 . Objgtosé
tego walca byla réwna:

A) 1672, B) 27x?%, C) 36n°, D) 54rx?.

37. Wysoko$¢ walca ma dlugos$¢ 10, a obwadd jego podstawy jest rowny Sz . Tangens

kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego tego walca do jego podstawy jest rowny:

1
A) 7, B) 2, o1, D) 4.

38. Jak zmieni si¢ objetosc stozka, gdy promien podstawy zwigkszymy 2 razy, a wysokosc
stozka zmniejszymy 2 razy?
A) Nie zmieni sie. B) Zmniejszy si¢ 2 razy.
C) Zwigkszy si¢ 2 razy. D) Zwigkszy si¢ 4 razy.

39. Na rysunku obok przedstawiono siatke¢ stozka. Wysokos¢
tego stozka jest rOwna:

A) 410, B) 442, C) 4, D) 3.
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40. Trojkat rownoramienny prostokatny o ramionach dlugosci 3 obrocono wokot jednej
z przyprostokatnych. Pole powierzchni bocznej otrzymanego stozka jest rowne:

A) 6427, B) 97, C) 92r, D) 187 .

41. Jesli przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny o dtugosci przeciwprostokat-
nej 4+/2 , to pole powierzchni bocznej tego stozka jest rowne:

A) 87, B) 6V27, C) 8V2r, D) 16v27.

42. Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym o boku diugosci 443 . Pole
powierzchni bocznej tego stozka jest rowne:

A) 121, B) 837, C) 24rm, D) 487.

43. Jezeli stosunek pol powierzchni dwoch podobnych stozkéw jest rowny 16, to stosunek
objetosci tych stozkow jest rowny:
A) 4, B) 16, C) 32, D) 64.

44. Jezeli stosunek objetosci dwoch podobnych stozkow jest rowny 8, to stosunek dlugosci
ich promieni jest rOwny:

8
A) 2, B) <. C) 2V2, D) 8.
45. Jezeli stosunek pol powierzchni dwoch kul jest rowny 1 : 4, to stosunek dtugosci ich
promieni jest rowny:
A) V2 B) V2 C) 1 D) =
? 2 2 2 b 4 .
46. Jezeli stosunek pdl powierzchni dwoch kul jest rowny 1 : 3, to stosunek objgtosci tych
kul jest rowny:
1 V3 V3
A) — B) —, C) —, D) V3.
) 9’ ) ) 3 )
47. Jezeli stosunek objetosci dwoch kul jest rowny 1 : 8, to stosunek pol powierzchni tych
kul jest rowny:
NE: B) - 0+ D) =
) 37 ) 2’ ) 3’ ) 4°

48. Jezeli stosunek objetosci dwoch kul jest rowny 2 : 3, to stosunek dtugosci ich promieni
jestréwny:

2 2 3 3
A)J;, B) {3 > 047 D)\/;
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Odpowiedzi i wskazéwki

9.1. d=12+/3 cm.

9.2.3) P.=122++/3), b) ¥=2(3v3+5), © a=35°.
Wskazowka. a) Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok mamy z warunku
zadania d = a+2 . Poniewaz d =a+/3 , wiec a+2=aJ§, czyli a=+3+1.

A

¢) W trdjkacie prostokatnym D, DB funkcja sina =

ﬁla
;

a

93.3) =32, b) sinﬁ:-‘/g, ¢) V=6V6.

9.4.3) P=25J2cm®, b) Py, c=125V2em’®, ©) P, =12,5V3 em®. Wskazowka. Przyjmujemy
oznaczenia jak na rysunkach.
a) Czworokat 4, BCD, jest
prostokatem, w ktorym
|BC|=|4,D)| =5,
|4,B|=|cD/|=5V2 .

b) W trojkacie prostokatnym ¢) W trojkacie rGwnobocznym

AAC: |44|=5,|4C|=5V2. AB,D, bok jest téwny a+/2 .

|
|
|
|
|
| 2 c
|
|
|
|
|

|
|
I
|
|
I
|
I
|
I
I
|

B A€

95. P=

a*\s
2

2 -
. Wskuzowka. W tréjkacie prostokatnym BB,S, mamy: |BS2| = (%] +a*.

a5

9.6.a) Py pes = 7 b) cosa =§. Wskazowka. W trojkacie prostokatnym S§,SK mamy:

S s | R |
. pole P, g5 = b) cosa =

2 |s:K|

2
9.7. Pisss, =% . Wskazowka. Trojkat §,5,5; jest trojkatem réwnobocznym o boku dhugosci %.

a) |S,K]=/|SK|” +|Ss,

IZ

9.8. Czworokat ACS,S, jest trapezem réwnoramiennym, ktérego pole P = %az. s, s
2

2
Wskazéwka. W tréjkacie AS,4, : |AS,|=‘#a2+(%) =%. Przyjmujac ozna-

czenia jak na rysunku obok mamy: [AC|=av2, |S,S,|= “‘2/5 ,
V2
a2 - &¥<
Jak|=|uc=—— 2 -2

W trojkacie prostokatnym AKS, mamy: |KS,|= |ASI|2 —|4K

,czyli h=

|2 3\/511
Y




184 9. Stereometria

9.9. Zosia powinna kupi¢ cztery puszki farby. Wskazowka. By = 0,86[(4,5 +4)- 2 -2,5]=34, a pole sufitu 18.

9.10. d=8v2 cm, ¥ =256cm’.
Wskazowka. Przyymujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy:

» A BCC, jest rOwnoramienny i prostokatny, w ktorym b=h= 42, 4

* ABD,D jest prostokatny, zatem £=tg 30° i %:sin30°,
p
stad p=4V6 i d=8V2,
» A DAB jest prostokatny, wigc p®> =a’+b*, stad a=8. 4

9.11. a=4m, b=8m, c=12m. Hskazowke Najkrotsza krawedz prostopadioscianu ma dhugosc a
(a>0). Z warunkéw zadania otrzymujemy rownanie (g +2)(2a+1)(3a+3)=6a> +426.

9.12. Zmniejszy sig 0 14cm®. Vskaziwka Oznaczajac krawedzie prostopadioscianu przez a, b, c iz

warunkow zadania mamy: V, =a-b-c=42, V, =4a-%-§=§abc,czy1i v, =%-42.

9.13. 1,2dm, 1,7 dm, 2,2 dm. Wskuzowka. Najkrotsza krawedz prostopadioscianu ma dhugosé a

(a >0). Z warunku zadania dhugoéci krawedzi tworza ciag arytmetyczny rosnacy (o rénicy » =0,5) czyli a,
a+0,5, a+1.Rozwiazujemy réwnanie: 2-a-(a+0,5)+2(a+0,5)a+1)+2a(a+1)=16,84, wiegc a=-2,2

lub a=12.

9.14. d =291 cm. Wikaziwka. Najkrétsza krawedz prostopadioscianu ma dhugosé a (a>0). Z warunku

zadania diugo$ci krawedzi tworza ciag geometryczny rosnacy o ilorazie g, czyli a, ag, ag’.

a=2 a=18

a-aq-aq’ =216 tqd{ ub |
» 8 u .
2(a-aq+a-aq2+aq-aq2)=312 g=3 q=3~

Rozwiazujemy uklad réwnan: {
Dla ciagu geometrycznego rosnacego przekatna d =v2% +6% +18% .

9.15.a) 10, b) 7, c) 15. Podstawg graniastostupa jest pigciokat. JIsAu-cwhia. Oznaczajac: w — liczba
wierzchotkow, s — liczba cian, mamy: w+s=17 i 3s=w+11.

9.16. Warunki zadania spelniaja dwa graniastoshupy, w ktérych: a=3, h=6 lub a=5, h=2.
Wikuzowka. Niech: a bedzie dlugoscia krawedzi podstawy oraz h dlugoscia krawedzi bocznej (a >0,

8a+4h=48 a=3 a=5
h>0). Z warunkéw zadania; , skad ub

2a’ +4ah=90 h=6 h=2"
Dy C,
9.17. P.=72(2¥3 +1)cm?, ¥ =216v3 cm’. p !
. .
1 B
Wskazowka Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok i z warunku zadania : ! H
C ‘
mamy: |4B|=|BC|=a=6 cm. W tréjkacie prostokatnym BCC, : tg60°= lcgy| , : RN
lBCI a ,J\----_Wi C
Stqd H = 6‘\/§ . . - LN
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124°

9.18. V = — Wekazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok

w trojkacie prostokatnym D.DB mamy: * sina =£ ,stad H=0,2d,

- |D,D|* +|DB)" =|D,B|* , czyli H? +{av2 ) =d?, stad a 2‘/_d

2
9.19. sina-—-g—. Wihazowha. Py ge =# i Pyge=1243, stad a=43 4
AB|-|C,D
oraz P 4pc, =L¥ i Py 4pc, =203, stad |C,D|=10. W tréjkacie prostokatnym DCC, mamy:
2
2 2 2 : aw/g ICC |
GC" =|GD|" - |DC|", czyli H> =10 -| —— | ,stad H=8, = sina=—-.
1C| llDl |C| zy [2] a |CD| G
¢ a

2 A B
9.20. sina -—3-}[—. Wskazowka. Z warunkéw zadania mamy 3aqH =2- a f , : : :
stad H=a——3—. W A ADC;: |A—D|—sma gdzie |[AC||=Va*+H? i IADI—— L7 ~

6 4G 4 a R
9.21. P.=960cm?, ¥ =900cm’. Hiskazcrwka. Przeciwprostokatna 13/ 112 12 \13
trojkata ma 13 cm. Siatkg graniastostupa przedstawiono na rysunku obok. ) ‘ 3
5 5
Wysokos¢ H jest rowna dhugosci obwodu podstawy, czyli H =30 cm.
R E 13 13
4y p D, H
9.22. ¥=216v3. Hikoziwka. Z warunku zadania TG
a=r=23 (rysunek obok). W trojkacie BEE, : N
H . r2J3 I} fod
tg60°=—, H=12, V=P -H=6 -H oA
B60%= g Wiee yH =6 £ 4t
4 " | Jb
a 3 C

83

9.23. V =7683 cm®. Wskuzonwka. W trojkacie réwnobocznym ABD wysoko$é |AO| = EN =443 , wigc

A A
przekatna |AC]| =8./3 . W trojkacie prostokatnym 4, AC : tg60° = u ,czyli 3 =

stad H =24.
[4¢]’
Pole podstawy P =87 -sin60°.

H
83’

9.24.a) f=71°, b) y=65°, ¢ a=35°, d) @=72°. lvkazowka. Przyjmujemy

oznaczenia jak na rysunku obok, gdzie: |OF |=%=2, =%|DB|=2\/ZZ_ .
a) ASOF : tgﬁ=|0iFl,czyli tgB=3, h=/36+4=210.
b) ASOD: tg7=—H— czyli tgy-%:%-z_.
a D&
¢) ASFA: tg%=%, czyli tg%=—-\?_60- . d) ASFB: tg¢=%,czy1i tg¢=s/1_0.
2
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925.8) V= 341%, b) B, =128+3. Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia jak na

rysunku obok mamy |4C|=a+v2 . W tréjkacie AOS: ctg45°= M czyli

a2 os]”

1=—2—, stad a=842. b) W trojkacie SOE: |SE|" =[SO +|0E” , cayti
|SE|* =82 + (8‘/_] stad |SE| =446

9.26. P, ~257,12cm?*. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok

0. —a
marny w tréjkacie SOE: cos50°= %% czyli 0,6428= %I)' ,stad @ =12,856.
9.27. V =486 . Wskuzowka Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, mamy
w trojkacie prostokatnym réwnoramiennym CSA: |X SAC|=|x SC4|=45°.

W tréjkacie prostokatnym AOS:

| av?2
L] 0—_._ 1 _2— 2 —
cosd4s -—l |, czyli 7 = 9J2_ , stad a=9v2,
IOS| \/5 H
. o M1 -, H=9.
sin45° = | ‘ 2 "oh stad

9.28. a) P, ~175,58cm?, b) ¥ =121,86 cm’.  Wskazowka. Przyjmujac
oznaczenia jak na rysunku obok, mamy w trojkacie prostokatnym SOF:
i |x SFO|=55°,

* tg55°= ‘] czyli 1,4281=£:—, stad H =5,7124,

S|
OF|’
M, czyli 0,5736=— ,stad h=6,9735.

9.29. P, =128000m” jest wigksze o 25% od powierzchni podstawy. HWskazéwka. Przyjmujemy oznacze-
nia jak na rysunku obok, gdzie: a =64 mm-5000=320000 mm=320m, H =120m.

2
W ASOF : h=JH2+(%) , wiec h=200m.

Pola: P, =4-%a—h,czy1i P, =2-320-200=128000 m?,

* cO855°=

P, =a’,czyli P, =320 =102400m’ .
25600
102400

B, —P,=25600m’. Zatem -100% =25%.
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9.30. cosa = ? . Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok, §
mamy w tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym SAB: |SA|=|4B|=a.
W tréjkacie prostokatnym SAC:

SA* =|4C|® +]4S]*, czyli |SC* = (av2)" +4a?, stad SC|=a3 ,

5]

931. P.=q’ (2 +42 ), sze§cian mozna zlozy¢ z trzech takich ostrostupéw (rysunek
obok). Hiskaziwka. p=a2.

9.32. V =% 209 cm’. Wskazowka. W trdjkacie prostokatnym SAB mamy
|4B| = |BS|* | S|* , cayli a =172 ~15% =8. W tréjkacie prostokatnym SEA mamy |ES|= | 4S|> —|4E|> .
czyli H =152 —42 =209 .

933. V= Z:_Qﬁ cm’. Wskazowka. Przyjmujqc oznaczenia jak na rysunku obok

3 1043

2 o .
mamy |OC|= 3 aT , czyli |OC| = 5 W tréjkacie prostokatnym SOC:
2
2 .
wysokosé H:—-JIO2 —[#] =10Jg. Objetosé V=%-M-IO 2 .

9.34. Do pojemnika w ksztalcie szescianu. Wskazéwka. Objeto$é szescianu V, =a?, czyli ¥, =0,512 dm®,

a2
2

a objeto$é czworoscianu V, = ,czyli ¥V, =0,483dm’.

9.35. Punkt M lezy w odleglosci 1 cm od plaszczyzny trojkata rownobocznego.
Wskazowka. Zauwazamy, ze odlegto§é punktu M od plaszczyzny trojkata
rownobocznego jest rowna wysokosci H ( H > 0 ) ostrostupa prawidtowego
trojkatnego, ktorego krawedzie boczne maja dhugosé V13 cm, a wysokosci
Scian bocznych dhugosé 2 cm. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow MOC
H?+(2x) =(V13}
H? 4+ =22 ’
skad x=—/3 lub x=+3. Uwzgledniajac zatozenie (x>0 i H >0)mamy H=11 x=+3.

i MOD (gdzie |CO|=2x, |OD|=x i x>0), mamy { C

9.36. o =55°. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, mamy:

* w trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym ACS wyso-

s
kosé |SD|=h=b‘f ibok a=5v2;
» w trojkacie DOS: cosa =% (gdzie x=§|DB , czyli x=% ,

bJ6 V3
6

stad x =—— ), zatem cosa=T.
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9.37. cos B =g, stad B ~62°. Wskazéowka. Przyjmujac oznaczenia jak

2 6

3J6a® 3ah
3J;a . Zatem _J;a =2 stad h"*\i—ga

na rysunku obok mamy: |0D|—l i aﬁ.Pole B,=3-(%a-h),

a z warunku zadania F, =
a 3_aJ_

OD
W trojkacie SOD: cos B =¥ ,czyli cos B = e T4
9.38. a) |BS|=9, b) @=40°. Wskazwka. a) W trojkacie prosto-

katnym ADS (rysunck obok) wysokos¢ H = y|4S|> —|4D{* , czyli

H =+7? -4* =+/33 . W tréjkacie prostokatnym SDB bok
|BS|=|BD|” +|DS]* , gdzie |BD|="=

9.39. ¥ =27y39 cm®. Wskuzovka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok

i z warunku zadania, mamy: IB_CI_S’ tqd|AB|=—2—|BC|,

* pole P, =|4B|-|BC| oraz P, =54, wigc — |BC| =54, stad |BC|=9 i |4B|=6
W tréjkacie prostokatnym ABC przekatna |AC| = 1/|AB| + |BC , czyli
|4C]=V117 =313 . W tr()jchie prostokatnym SOC funkcja

, czyli 1/_ ,stad H= J_
el o

tg 60° =

9.40. ¥V =9dm>. Wskazéwka. W trojkacie prostokatnym SDC (rysunek
obok): tg30°=2L | stad a= H3 . W tréjkacie prostokatnym SDA:
a

tg60°=%,st4d szT‘B.

9.41. a) 2=6+/5 cm, |45| =843 cm, |BS|=|DS| =293 cm, |CS| =163 cm,

2 g : lad 2
b) V =304+3 cm?. Wskazéwka. Z warunkdéw zadania mamy: IB_D|=T ,
stad |4C|=2|BD|

Pole P =L1AC|-|BD| i P, =144, wicc |BD|* =144, stad |BD|=12 i |AC|=24.
P 2 F4

2 2
W trojkacie prostokatmym 40D bok a =J(1|AC1) +[%|BD|] , czyli a=6y5.

o e rgoe S o 3128 _las|
W trojkacie S4C mamy: < tg30°= IA C“,czyl i « sin30° |S CI

W tréjkacic prostokatnym SAB krawedz |BS|=-|4S|> +4B|* .

83
Iscl
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9.42. B,=192cm?®, ¥V =128V3 cm®. Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia jak na

a*v3 | 1
4 1 V=§PPH

rysunku, (gdzie o =30°) mamy P, =6-

2
Z warunkéw zadania 3a’V3 =963, wigc a=8. W tréjkacie réwnobocznym OCD:
5 2 a3
a3 — H . 2
GO|= . W trojkacie prostokatnym GOS: tg30°= i c0s30°=—%—,
6o]== jkacie prostokataym PN IGS]

2
stad H=4 i |GS|=8. Zatem P,,=6--12-a|GS|.

9.43. @ =41°. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok

i z warunkéw zadania mamy |OD| = —;—|AD| =2V3. W tréjkacie

24343 _,
- .

réwnobocznym COD wysokosé |OG|=

W tréjkacie prostokatnym SOG funkcja tg45° = & czyli 1= % ,stad H=3.

o6l
. . H . V3
W trojkacie prostokatnym SOD funkcja tgo = |O_D ,ezyli tga = >

’ H 3
9.44. r=3 % . Wskazowka. Z warunku zadania $=5 , stad H =3r. Naczynie o pojemnosci 1 litra ma

objeto$¢ rowna 1 dm® , wiec 7 H =1, czyli 37+’ =1.

9.45. 314m2. Wskuzowka. Pole powierzchni bocznej walca réwnajacego nawierzchnig jest rtowne 2nrH ,

czyli 15,7 m2,
9.46. %
Wskazowka. Z warunkoéw zadania rozpatrujemy dwa przypadki przedstawione na rysunkach: 1° i 2°.
10 | 20
| == =
sl | r=6, H=8. I 6 i r=8, H=6. .
"'_'_-i---"" Zatem VI=7I'62'8- | _.—-——]I-——-—__ Zatem V2=7r8 '6.

9.47. Wicksza pojemnos¢ bgdzie mialo naczynie, ktorego wysokosé jest rOwna szerokosci blachy (20 cm).
Wskuzowka. Zauwazamy, ze walec, ktérego powierzchnia boczna bedzie utworzona z danego arkusza blachy,

. 48 24
moze mie¢: H, =20cm, n=——cm=—ocm lub H,=48cm, r2=£cm=mcm.
2 n 2r n
11520 5 . ., _ 4800

cm®, Zatem ¥ > V.

Poniewaz ¥V =nxpr?H , wigc ¥j=———cm’ i ¥V, =
4

9.48. }'skazovwka. Pola: B =2ra* +2nab, P, =2nb* +2rab . Z warunku zadania P, = P,, czyli
2na’ +2mab=2nb* +2mab, wiec g =b?,stad a=b,bo a>0 i b>0 cnu

9.49. Wskazowka. Niech a i b sa bokami prostokatai a#b. Gdy r=a, H=b,to B =2rrH, czyli
B =2rab.Gdy r=b, H=a,to P,=2nrH ,czyli P, =2rba.Stad F, =P, cn.u.
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9642 - e . i 2qtr
950. ¥V = . Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, mamy:
n
d
cosGO°=£,stqd H =42 oraz sin60°=-?£,stqd r=£\/—g. H S
d d r 60

9.51. V=l-2-§-, P =25 L+1 . Wskazowka. Z warunku zadania mamy: H =5 i 2z# =35, stad r=—§~.
4 2r 2

9.52. Kwadrat nalezy przecia¢ wzdtuz prostej przechodzacej przez Srodki jego przeciwle-
gtych bokéw (rysunek obok). Wskuzéwka. Niech: r, — dlugo$é promienia walca w;,

- x
r, —dlugos¢ promienia walca w, . 27 =x, skad » =—2—’; oraz 27nr,=m —x, skad

T—x
2

= V=V+V,=nrl -m+nrr} -7 . Objgtosé V jest funkcja zmiennej x, czyli x tm=x

2 2
V(x)=]t2(2i) +1t2(”2_x] =%(2x2 —27rx+71:2), gdzie xe (0;7). V(x) jest funkcja kwadratowa
n n

(wykres jest parabola, ktorej ramiona sg skierowane ku gérze) i ma najmniejsza warto$é dla x;, =%
(odcieta wierzcholka paraboli).
9.53. 137 040 m3. Wskuzéwka. Walec o promieniu podstawy » =4m i wysokosci H =3000 m ma obje-
tos¢ 150 720 m3.
I sposéb: Pole przekroju tunelu jest rowne réznicy pola kola o promieniu r i pola odcinka kota QOP (ktdrego
.pole jest réwne réznicy pél wycinka kotowego POQR i trojkata POQ, czyli %n’ r? ——;-rz ). Zatem objetosé
usunietej ziemi jest réwna 15 0720— %Jrr2 - %rz )H .
II sposéb: Objgtosc bryly, z ktorej usunigto ziemig, jest réwna sumie objgtosci graniastostupa o podstawie
trjkata QOP (prostokatnego, rownoramiennego) i 75% objetosci walca.
9.54. a) r=1,2v/5cm, b) masa okolo 28,6 kg. Wskuzowka. a) Objetosé walca V = R2H , czyli
V =1440r , a objetos¢ V| czeéci wydrazonej (walca o promieniu podstawy #) jest réwna 20% z V, czyli
288

2887 . Zatem nr H =2887, stad r= T

9.55. Masa okolo 366 g. Wskazowka. Pole przekroju podkiadki jest rowne
(n' .62 +122 )— 2-7-2%, czyli 287 +144 . Zatem objgtos¢ podkladki: 0,2(287 +144).

9.56. P, =20n. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, mamy:

4 %mZH ,czyli 167 =§7£r23, stad r=4. W trojkacie SOB: I* =H? +r?,

9.57. B, =98r . Wskazowka. W trdjkacie SOB funkcja sin30° =§ a z warunku zadania r+/=21.

Rozwiazujemy uktad rownan: {r +i=21 , skad {:j; .
S
9.58. a) V=§n:, b) Pc--gn'. ,
8 4

9.59. a=60°. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku i z warunkéw zadania,

mamy: :—:i =2,stad I =2r, czyli tréjkat ABS jest rbwnoboczny, wiec o = 60°. p

i
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9.60. tgx =3. Wskazéwka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok

i z warunku zadania, mamy: zrl/ =2 -nr*, stad I =2r . W tréjkacie prostokatnym SOB:
H

e H=v1*-r*  stad H=r43, . tga="
r

1
9.61. Napeliono 3 pojemnosci pucharu.
9.62. Nie, bo czas przesypywania piasku trwa okoto 46 minut.

9.63. Za kukurydze, ktora si¢ zmiesci w trzech pojemnikach trzeba zaplaci€ 27 zl.
Wskazowka. Kazda cze$é kola (wycietego w podany na

rysunku spos6b) po zwinigciu utworzy stozek V., ¥ 4 2
ktorego obwéd podstawy réwny jest % 2R =2nrr,, @

I=R
gdzie I =R, wige r, =§R,czyli r,=10cm.

' s

W tréjkacie prostokatnym: H2 =1% —r?  czyli H =202 cm.

Objetosé trzech pojemnikow: 3V, =3- %nrzH ,czyli 37 =8,881dm’ .

2), V_.E:C (om?).

9.64. P, =20x (c Wskazowka. Z warunkéw zadania obwod podstawy stozka jest
réwny % obwodu kota, czyli 45 . Zatem 4x =2rr (gdzie r — dlugo$¢ promienia podstawy stozka),

stad » =2 . Tworzaca otrzymanego stozka ma dhugo$¢ promienia kota, czyli /=R.

9.65. H:h=%2. Wskazowka. Stozek o wysokosci H i stozek o wysokosci k sa podobne do siebie

w skali k. Z warunku zadania stosunek V:%=2,czyli k*=2,skad k=32,

9.66.3) V=271, b) aa=30°. Wskazowka. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku
obok i z warunku zadania 2r =|4B}{=6+3 mamy w tréjkacie prostokatnym COB:

H= 62—(ﬂ) ,stad H=3,oraz sina= H

2 1Bt
9.67. a) Powstala z obrotu bryla jest suma dwoch stozkéw o wspélnej podstawie
(tysunek obok), b) ¥ ﬂ%n cm®, ¢) P, =247n+/5 cm®.
Wykazowka. b) W trbikacie prostokatnym ABC wysoko$é CD spelnia warunek
IcD|* =|4D}-|DB|, czyli 4* =2-|DB|, stad |DB|=8. Objetosé ¥ bryly jest suma
objetosci dwoch stozkow o wspolnej podstawie, czyli
v =3lcD|" |4D|+Sxlcof* |BD].

¢) W trojkacie CDB tworzaca stozka duzego: |CB|=+/|CD|” +|BD|” , czyli |CB| =45 . W trojkacie CDA

tworzaca stozka matego: [AC|= 1, |cD| g |4D| 2, czyli |C4| =245 . Pole powierzchni catkowitej P, bryly jest
sumg p6l powierzchni bocznych obu stozkow.
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8107

9.68. V= T Wskazowka Zauwazamy, Ze obraca-
jac trojkat ABC woko! prostej AB otrzymujemy dwa stozki
o wspolnej podstawie, o promieniu r = |CD| . Wysokosciami
tych stozkow sa odcinki BD i DA.

Std ¥ = r* |BD|+1 77 | 4D| = S 7 (BD|+ DY) =1 |48,

2410 4B|=410.

4
dzie r=—="
8 Jio. 5

9.69. a) Powstala z obrotu bryla jest réznica walca o wysokosci 9 i stozka o tym
samym promieniu podstawy i wysokosci 3 (rysunck obok), b) ¥ =1080x cm®,
¢) P, =45z (2415 +3)em?.  Wekuzdwha. b) W tréjkacie prostokatnym AED:
|4E[ 3
* cosQ =——, czyli cosa@ =——
|4D| |4D

* |[ED|=]|4D|* -|4E|" , stad |ED|=r =3415 .

1
, a z warunku zadania cose =Z,wiqc |[4D|=12,

Objetos¢ ¥ powstalej bryly jest roznica objgtosci V,, walca i objetosci V, stozka. ¥ =V, -V, , czyli

1
V=rr’9- gﬂ: 723, ¢)Pole P, powierzchni catkowitej powstalej bryly jest suma pol: pola powierzchni
bocznej stozka , pola powierzchni bocznej walca i pola jednej podstawy walca.

9.70. a) Bryla jest suma stozka o promiéniu r=4 i wysoko$ci =2 oraz walca o pro- D
mieniu r =4 i wysokosci H =4, b) V=%n:, ©) P.=8n(6+5). c
Wskuzowka. by Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok i z warunkéw zadania ]

mamy: r=|4B|=4, H =|BC|=4, |4D|=6, 1=|DC|=25 .

V=Vs,+Vw=§n'r2h+n'r2H, ©) B=mri+2nrH+mrl. B,

9.71. a) ¥ =136cm’, b) 1411 ,Rozki”. 9.72. Okoto 311 cm3.

9.73. h=34,56cm. HWskazowka. Objetosé stozka V,, =%7r-122 -18 a objetosé cieczy w walcu
V,=n-5h.

9.74. a=‘60°. Wskazowka. Objetosé stozka V, =—;—:vt-42 ln_8 , czyli ¥, =96. Objetoéé ostrostupa
v, =§(4\/§)2 -H . Poniewaz ¥, =V, ,to H=6.

9.75. Do wysokosci 9% em. Wkazéwka. Pojemnodé szklanki ¥, =90z [cm®] i objetosé trzech kulek
lodu ¥, =4 [cm’]. Obliczamy maksymalna wysoko$¢ 4 ¢ (do jakiej mozna nala¢ soku do szklanki) z wa-
runku 7r2h, =907 — 47 .
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9.76. Objetos¢ wzrosta o 72,8%. Wskazowka. Przyjmujac: P — pole powierzchni kuli, P, — pole powierzch-

2
ni kuli powigkszonej 0 44%, mamy: A M’%R_
P 4 R
Z wiasnosci figur podobnych mamy % =k, stad ¥, =1,7287 .

, czyli %=1,44,stqukala k=144, wiec k=1,2.

Odpowiedzi do zadan zamknigtych
Nemad.| 1.(2./3.(4.(5.[6.[7.]8. 10.]11.(12.]13.|14. (15.(16.}17.(18.|19.
Op. | C/|B|B|C|B|C|B|A|C|[B|C{B|B|C|D|D|[D|B|B

h

Nezad. | 20.)21.]22.]23.[24.[25./26.[27.]28.[29.]30.[31.]32.]33.]34.]35.36.] 37.] 38.

Odp. | C|B|B|(B|D|C|B|D|D|/B|A|[A|C|B|B|D|D|B]|C

Nezad[ 39.(40.41./42.[43. 44, 45./46./47. 48.
op. | B|c|c|c|plAa|lc|B{D|B

Wskazéwki do zadan zamknigtych

5. Rozwiazujemy réwnanie a+/3 = a+1, gdzie a to dlugosé krawedzi szeécianu.

10. Dlugos¢ odcinka taczacego Srodki krawedzi BC i A4,D, jest rbwna dhugosci przekatnej sze§cianu.
13. Stosunek objegtosci figur podobnych jest réwny szedcianowi skali & podobiefistwa, czyli k* =16.
17. Dlugosci krawedzi prostopadio$cianu sa liczbami dodatnimi, wiec x+1>0, x+2>0, x+3>0.
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10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Wymagania egzaminacyjne

Zdajacy maturg mzquuje zadama, w ktérych | : .

a) oblicza §rednig arytmetyczns, $rednia wazona, medlanq i odchyleme standardowe
danych mtcrpretu_]e te parametry dla danych empu'ycznych, _

b) Zlicza obiekty w prostych sytuaqach kombmatorycznych, mcwymagq;qcych uzycta
wzoréw kombinatorycznych; stosuje zasade mnozenia,

¢) wykorzystuje sume, iloczyn i réznice zdarzen do obliczania prawdopodobiefistw

d) wykorzystuje wlasnoéci prawdopodobiefistwa i stosuje twierdzenie znane jako kla-
syczna definicja prawdopodobicfistwa do obliczania prawdopodobiefistw zdarzen.

10.1. Reprezentatywnej grupie 500 os6b
zadano pytanie: , Ktore sektory gospo-  Budownictwo
. . i nieruchomosci
darki w Polsce wedtug Pana/Pani od- Ushugi
czuja najbardziej negatywne skutki Przemys '
globalnego zalamania na rynkach fi- Transport D] 15%
nansowych?”. Wyniki sondy wielo- Handel (F 5%

krotnego wyboru przedstawiono na

] 87%

) 2:0 4;0 6;0 8:0 160 ;

diagramie shupkowym. procent

a) Oszacy liczebnos¢ kazdej odpowiedzi 1 podaj ich sume.

b) Sprawdz, czy $rednia liczba resortow, ktore wybrat kazdy z ankietowanych, nalezy do
przedziahi (1;2) czy do przedzialu (2;3).

10.2. Na diagramie stupkowym obok przedstawiono E 6“
obroty (wielko$¢ sprzedazy) pewnej firmy w czte- ER
rech kolejnych kwartatach roku. Za )
a) Przedstaw te dane na diagramie kolowym. £ 3 i
b) Oblicz sredni kwartalny obrot firmy i podaj, o ile 2 g Yo
réznily si¢ obroty w poszczegolnych kwartatach 1= s s e
od sredniego obrotu. I 1 I IV kwartat
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10.3. Reprezentatywnej grupie 100 uczniéw zadano pytanie: ,.Ile posiadasz gier kompute-
rowych?”. Wyniki sondazu byly nastepujace:
m brak gier, to 10% liczby ankietowanych
a jedna lub dwie gry, to 30% liczby ankietowanych
m trzy gry, to 20% liczby ankietowanych
m cztery 1 wigeej gier, to 40% liczby ankietowanych.

Sporzadz diagram kolowy procentowy lub stupkowy, przedstawiajacy powyzsze dane.

10.4. Sady zajmuja w Polsce okoto 1% gruntéw rolnych. W tabeli przedstawiono zbi6r
owocOw w pewnym roku.

Jablka Gruszki Sliwki Wiénie Czere$nie

Zbiory
(wiys. ton) | 2168 92 103 173 41

a) Oblicz, ile tysigcy ton tych owocéw zebrano w ciagu roku.

b) Narysuj diagram prostokatny przedstawiajacy procentowy udziat poszczegélnych ro-
dzajow owocOw w zbiorach.

¢) Oblicz, ile kilograméw owocoéw przypadato $rednio na jednego mieszkanca Polski,
przyjmujac, ze bylo nas wtedy 38 milionéw.

10.5. Ania otrzymala z prac domowych oceny: 2, §, 4, 3, 1.
a) Oblicz érednig arytmetyczna X otrzymanych ocen.
b) Podaj median¢ m_, zbioru ocen i poréwnaj ja z $rednia arytmetyczna.

10.6. Kazda z 0s6b oznaczonych li- Z A K E A L
terami K, L, M, N wykonala seri¢ E g 4 H -§~ g B i
rzutow kostka sze$cienng do gry. g a4l 1 24 .
Na diagramach przedstawiono, ile = g = ; “““““ TH \f in
razy w rzutach wypadly poszcze- LI h-PHLFLEL
goblne liczby oczek. LW P é 2 . 4 5 :
a) Dla kazdej z os6b sporzadz jej liczba oczek liczba oczek
listg wszystkich wynikow. : . M 2
b) Podaj mediang m, i mode (do- ?é { — g
minante) m, wynikéw kazdej B3 : 2
Z 0s0b. - J E ; E
¢) Dla kazdej z oséb oblicz $red- 2
nig arytmetyczng X wynikow. e

liczba oczek
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10.7. Badajac czas dzialania pewnego urzadzenia dokonano dziesigciu pomiarOw i otrzy-
mano wyniki (w minutach): 130, 130, 130, 130, 132, 132, 133, 134, 134, 135.
a) Wyznacz mediang m, i modg (dominantg) m, tego zbioru wynikow.
b) Okresl liczebno$é poszczegdlnych wynikow i oblicz §rednia arytmetyczna X wynikow.

10.8. Na diagramie obok przedstawiono oceny z ma- B 9A
tematyki uzyskane przez uczniow klasy Illa na ko- H 8
niec pierwszego semestru. é g
a) Ilu uczniéw liczy ta klasa? g 5
b) Oblicz §rednia ocen z matematyki uzyskana g

przez uczniéw tej klasy. Wynik podaj w zaokra- %

gleniu do dwoch miejsc po przecinku. e —>

¢) Wyznacz median¢ m, zbioru ocen.

10.9. Suma siedmiu kolejnych liczb naturalnych parzystych jest rowna 700. Zapisz te licz-
by i por6wnaj $rednia arytmetyczna z mediana tego zestawu liczb.

10.10. Wiedzac ze §rednia arytmetyczna liczb x, y, z jest réwna 10, oblicz Srednig arytme-
tyczna liczb: ,
a) x+2, y+3, z+4, b) 4x, 4y, 4z, ¢)x,y,z,l6.

10.11. Sredni wzrost pigciu sportowcow jest réwny 170 cm, a trzech z nich ma $rednio
165 cm wzrostu. Oblicz wzrost czwartego i piatego sportowca, jezeli czwarty jest nizszy
od piatego o 3 cm.

10.12. Srednia arytmetyczna liczb: 11, 12, 8, 11, x, 3, 4, 6, 8, 8 jest rowna 8,5. Wyznacz
liczbg x i porownaj ja z mediang m, tego zestawu liczb.

10.13. Warunkiem dopuszczenia studenta do egzaminu jest zaliczenie trzech testéw, za
ktére powinten otrzymac $rednio co najmniej po 11 punktdéw. Za rozwiazanie dwoch
testow student uzyskal po 10 punktéw. Ile punktow musi uzyskac z trzeciego testu, aby
byt dopuszczony do egzaminu?

10.14. W tabeli przedstawiono wyniki sprawdzia- | 0cena g 6 | 514|312 1
nu z fizyki przeprowadzonego w klasie IlTa.  |Liczebno$é| 2 | 6 | 8 [ 9 |0 | O

a) Oblicz $rednia arytmetyczng ocen uzyskanych przez ucznidw, a nastgpnie otrzymany
wynik podaj w zaokragleniu do jednosci.

b) Oblicz biad wzgledny tego przyblizenia i wynik podaj w procentach po zaokragleniu
do setnych czgsct procentu.
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10.15. Na diagramie obok przedstawiono zestawie- z A
nie wybranych ocen semestralnych z matematyki ‘E g
dwudziestoosobowej klasy:. 2 4
a) Oblicz, ile jest w tej klasie ocen miernych 1 do- g g e
statecznych, wiedzac ze Srednia semestralna — 1 ,i:.;w:;s;»Ej-w
ocen z matematyki w tej klasie jest rowna 3,2. 1 2 3 4 5 6 ocona

b) Uzupelnyj diagram.
dwjki

10.16. Ze sprawdzianu z matematyki zaden z uczniéw klasy IIla
nie otrzymal oceny 6 ani oceny 1. Procentowy udziat pozosta-
tych ocen przedstawiono obok na diagramie kotowym. Oblicz
srednia oceng uzyskang przez uczniéw z tego sprawdzianu.

10.17. W rzucie 20 razy trzema
monetami otrzymano wyniki
przedstawione w tabeli. Oblicz
wartoS¢ a procent oraz $rednig liczbg uzyskanych ortow.

Liczba ortéw 0 1 2 3
Procent liczby rzutéw | 10% [ 15% | a | 25%

10.18. W pewnej szkole sredniej we wszystkich klasach drugich przeprowadzono test
z matematyki. Tabelka przedstawia zestawienic wynikow testu.

Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba uczniow 10 | 30 R0 30 | 25

#) Narysuj diagram stupkowy przedstawiajacy zestawienie wynikow testu.

bi Oblicz Srednig arytmetyczng X ocen oraz podaj mediang m, danych.

¢} Oblicz, ilu uczniow uzyskalo oceng wyzsza od $rednicj arytmetycznej ocen.

d) O ile wzroslaby $rednia arytmetyczna ocen, gdyby uczniowie z oceng 1, 2, 3 otrzyma-
11 oceng wyzsza o 1?

10.19. Uczniowie klasy Il a i III b po kazdym sprawdzianie z matematyki poréwnuja
uzyskane wyniki. Na diagramie przedstawio- A
no wyniki ze sprawdzianu z matematyki
przeprowadzonego w obu klasach.

OIla
Omb

liczba uczniéw

— N W N~ 00D

a) Ktora z klas uzyskala lepszy wynik przy
porownywaniu Srednich arytmetycznych?

e
T

b) Ktéra z klas uzyskata lepszy wynik przy

poréwnywaniu median? LIRSS IR RIE 1,
1 2 3 4 5 6 ocena
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10.20. Grupie malzenstw zadano pytanie: ,Ile jest dzieci liczba rodzin

w Waszej rodzinie?”. Wyniki badan przedstawiono na Z(S)g
diagramie. 400
a) Ilu malzenstwom zadano to pytanie? 350
b) Oblicz $rednia liczbe dzieci w rodzinie. Wynik podaj ggg
w zaokragleniu do jednosci. | 200 he
¢) Ile rodzin sposréd badanej grupy ma wigcej dzieci 150
niz ich przecigtna liczba? Oblicz, ile procent (z do- 100
kladnoscia do 0,1%) stanowia te rodziny w badanej 58 o [ :
grupie. 0 1 2 3 45

liczba dzieci w rodzinie

10.21. Jacek na $§wiadectwie ukonczenia szkoly mial 4 trojki, 5 czwérek,r a pozostale
oceny to piatki. Wiedzac ze $rednia arytmetyczna jego ocen byla rowna 4, oblicz, ile
piatek bylo na Swiadectwie Jacka.

10.22. W trzydziestoosobowej klasie Ia $rednia ocen z matematyki jest rtowna 4,4. W kla-
sie Ib jest dwudziestu pieciu ucznidéw i §rednia ocen jest rowna 3,3. Oblicz $rednig aryt-
metyczng X ocen z matematyki dla uczniéw obu klas.

10.23. Wyniki konkursu przedstawiono Ocena | 3 4 5
obok w postaci tabeli. Oblicz wartosé a, p—=—t
jezeli $rednia wazona ocen jest rGwna 3,2.

Waga 4 1 1

10.24. Zgodnie z regulaminem uczelni wynik koficowy studiéw oblicza si¢ za pomoca
sredniej wazonej, biorac pod uwage nastgpujace oceny:
m Srednia wszystkich ocen wystepujacych w indeksie z wagg 2
m ocena pracy magisterskiej z waga 1
® ocena egzaminu magisterskiego z waga 1.
Wyniki dla studentéw, oznaczonych literami od A do C, przedstawiono w tabeli.

 Sudont | Srodoia windoisie | Ocona pracy megistersie] | CPIRZSERROY
A 3,71 4,0 4,5
B 4,2 3,5 4,0
C 3,1 4,5 5,0

a) Dla kazdego studenta oblicz jego koncowy wynik studiéw. Wynik zaokraglij do 0,01,
b) Ustal kolejno$¢ listy studentéw wedhug osiagnietych koficowych wynikéw studiéw.

10.25. Oblicz odchylenie standardowe o od sredniej arytmetycznej liczb z zbioru:
a) {3, 6, 9}, b) {2, 8, 12, 18}, ¢) {x, 2x, -3x, 4x, 6x}.
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10.26. W pieciu roznych ksiggarniach ceny tej samej ksiazki byly nastgpujace:
21,5 zk; 20,0 zt; 21,0 z1; 22,0 zk; 22,4 zL Oblicz $rednia cene ksiazki oraz odchylenie
standardowe od niej. Wynik poda) w zaokragleniu do 1 grosza.

10.27. W pieciu kolejnych dniach stopy zysku akcji ,,Formula” byly odpowiednio rowne:
3%, 2%, 3,5%, 4%, 5%. Oblicz $rednig stope zysku 1 odchylenie standardowe o od
niej. Wynik zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

10.28. Na diagramie obok zestawiono wyniki ankiety dotyczacej :é A‘E’; S
czasu przeznaczonego dziennie na uprawianie sportu. g | (10
a) Oblicz $rednia arytmetyczng x liczby godzin przeznaczonych = T N “*“Zi"“

dziennie na uprawianie sportu. 4 j T ‘_ : 1—F
b) Oblicz odchylenie standardowe ¢ od $redniego czasu prze- 2 -
znaczonego dziennie na uprawianie sportu. Wynik podaj z do- gzas l(w g20 dz)

ktadnoscia do 0,1 godziny.

10.29. W tabeli obok przedstawiono wyniki son-
dazu przeprowadzonego w grupie ucznidéw, doty-
czacego czasu przeznaczonego dziennie na odro-
bienie zadan domowych.

Czas (w godzinach) 1123
Liczba ucznidéw 6|86

a) Oblicz $rednig X liczby godzin, jaka uczniowie przeznaczaja dziennie na przygoto-
wane zadan domowych.

b) Oblicz odchylenie standardowe ¢ od sredniej czasu przeznaczonego dziennie na przy-
gotowanie zadan domowych.

¢) Ilu ucznidéw przeznacza na przygotowanie zadan domowych liczbg godzin wigksza
niz x-o ?

10.30. Na diagramie kolowym przedstawiono procentowy udziat
zwycigstw pigciu zawodnikow (oznaczonych literami od A do
E) w trzydziestu konkursach zawodow o Puchar Prezydenta So-
potu w Jezdziectwie.

a} Oblicz, ile razy wygrat kazdy z zawodnikéw 1 wyniki przed-
staw na diagramie shupkowym.

b) Oblicz $rednig liczbg zwycigstw zawodnika 1 porownaj wynik z mediang danych.

¢} Oblicz odchylenie standardowe ¢ od sredniej liczby zwycigstw 1 wynik zaokraglij do
jednego miejsca po przecinku.

10.31. Czterech pracownikow brygady zarobito w miesigcu lutym po 3000 zi, a ich szef
5000 zt. Oblicz $rednia arytmetyczna X placiodchylenie standardowe o od niej. Wyniki
zaokraglij do 1 grosza.
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10.32. W drugim semestrze Kasia otrzymata z fizyki oceny: 2, 3, 3, 2, 2, 4, a Marta: 3, 3,
3,4, 1, 2. Oblicz odchylenie standardowe o od $redniej ocen kazdej z dziewczat. Wyni-
ki podaj z zaokragleniem do dwoch miejsc po przecinku. Ktdra z dziewczat uczyla sig
bardziej systematycznie?

10.33. Tego samego dnia uczniowie klas A i B pisali sprawdzian z chemii i otrzymali
oceny przedstawione

w tabeli obok. _ Ocema | 6|5|4[3]2]]1
“Flozebaosé | KinsaA | 0| 3 | 4 | 8|10 0
oocens b KlasaB | 2| 4108 010

a) Dla kazdej z klas oblicz odchylenie standardowe & od éredniej ocen uzyskanych ze
sprawdzianu i wyniki zaokraglij do dwdch miejsc po przecinku.
b) W ktorej klasie jest bardziej wyr6wnany poziom? Odpowiedz uzasadnij.

10.34. Srednia dlugo$é dwéch skokéw w dal byta rowna 8 m. Tle metrow dhugosci miaty
te skoki, jezeli odchylenie standardowe od $redniej dtugosci skokéw jest réwne 0,2 m?
Odpowiedz uzasadnij.

10.35. Uzasadnij, Ze odchylenie standardowe wszystkich wyrazow kazdego skonczonego

ciagu liczbowego o jednakowych wyrazach a jest r6wne zero.

10.36. Liczby x,, x,, ..., x, sa wynikami pewnego doSwiadczenia, a liczba x ich sred-
nig arytmetyczna. Wykaz, ze jezeli od kazdego z wynikéw x, , x,, ..., x, odejmiemy te
samg liczbg rzeczywista a, to Srednia arytmetyczna tak uzyskanych wynikéw bedzie
réwna x—a.

Obliczenia kombinatoryczne

10.37. Oblicz, ile jest zdarzeh elementarnych doswiadczenia losowego zilustrowanego
grafem:

| /“\//"N\/\ T
e ee N /I /N

'| 2 3 1 2 3
t o t k o k




10. Elementy stalystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa i kombinatoryka 201

10.38. W pudetku znajduje si¢ n kul zielonych (z) i jedna czerwona (c). Z pudetka losuje-
my po jednej kuli tak dlugo, az zostanie wylosowana ostatnia kula i bedzie to kula czer-
wona. Podaj ile bylo wszystkich kul w pudelku przed przystapieniem do losowania,
jezeli ponizszy graf ilustruje wyniki tego do§wiadczenia.

a) b) ) N

/\ /\ A

Z Y Z C Z v

/\ /\ N

z v z c /\

10.39. Na zjezdzie spotkalo si¢ jednoczes$nie dziesigciu kolegéw szkolnych.
a) lIle bylo powitan, jezeli kazdy wital si¢ z kazdym?
b) Ile sms-6w z zyczeniami wyslali do siebie nawzajem ci koledzy z okazji Nowego
Roku?

10.40. Na okrggu o srodku O i promieniu rownym 1 (rysunek obok) za-
znaczono punkty A4, B, C, D, ktore sa wierzchotkami kwadratu. Sposrod
wierzcholkéw tego kwadratu w sposob losowy wybrano dwa. Oblicz,
ile w ten sposob mozna otrzyma¢ odcinkéw laczacych wybrane punkty,
ktorych dlugosc¢ jest roOwna:

a) V2, b) 2, o 1.
F
10.41. Na okrggu o srodku O zaznaczono punkty 4, B, C,D,E, F, G G,
(rysunek obok). Oblicz, ile cigciw ktorych koncami sa dwa z zazna- X 0 1 E
czonych punktow: ULL)
a) przetnie Srednice KL, b) nie przetnie $rednicy KL. 4 3 C

10.42. Dorota dostala od Basi na urodziny piatego stonia do swojej kolekcji. Stwierdzila,
ze zmieniajac codziennie kolejnos$¢ ustawienia stoni na potce otrzyma tyle réznych moz-
liwosci, ze kazda z nich powtorzy si¢ do nastgpnych urodzin tylko trzy razy. Czy miala
racj¢? OdpowiedZ uzasadnij.

10.43. Abonent zapomniat dwoch ostatnich cyfr numeru telefonu. Oblicz, ile maksymal-
nie bedzie musial wykona¢ préb, aby trafi¢ na wlasciwy numer.
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10.44. Pan Kowalski zalozyt w swojej firmie zamek z czterocyfrowym kodem. Aby mogt
latwiej zapamigta¢, wybrat kod, w ktérym suma dwoch pierwszych cyfr jest rowna 12,
a suma dwoch ostatnich cyfr 10. Ile mial mozliwoséci wyboru kodu?

10.45. W grudniu 2000 r. wprowadzono w Polsce nowe tablice rejestracyjne samocho-
dow wedlug wzoru:

litera litera cyfra cyfra cyfra cyfra cyfra

Litery sa wybierane z 24 liter alfabetu lacinskiego.

a) Oblicz, ile maksymalnie samochodoéw mozna zarejestrowac, jezeli cyfry i litery moga
si¢ powtarza¢ na tablicy rejestracyjnej.

b) Oblicz, ile samochodéw mozna zarejestrowac w pewnym rejonie, jezeli dwie litery na
tablicy rejestracyjnej sa ustalone.

10.46. W alfabecie Morse’a kazdej literze polskiego alfabetu jest przyporzadkowany ciag
kropek i kresek, przy czym elementy te moga si¢ powtarza¢. Ile liter mozna utworzyc,
jezeli kropki i kreski beda ustawione na trzech lub czterech miejscach?

10.47. Czterokrotnie losujemy z pudetka kartki oznaczone cyframi. Po wylosowaniu jed-
nej kartki z cyfra zapisujemy tg cyfre, a kartke odkladamy do tego samego pudetka ilo-
sujemy ponownie. Losujac w taki sposob otrzymamy pewna liczbg. Oblicz, ile mozna
otrzymaé roznych liczb czterocyfrowych, jezeli na kartkach w pudetku zapisano cyfry:
a)0,1,2,3, b)1,3,57, ©0,1,2,57.

10.48. Trzy kolezanki weszly do pijalni sokow owocowych. W sprzedazy bylo pigc ro-
dzajow sokow i kazda z nich wybrata dla siebie jeden sok.
a) Na ile réznych sposobow mogly one wybra¢ te soki?
b) Tle jest mozliwo$ci wyboru przez nie tego samego soku?

10.49. Klub pitkarski wybiera nowy zarzad. Jest czterech kandydatow na prezesa, trzech
kandydatow na sekretarza i czterech kandydatéw na skarbnika. Zaden z kandydatow nie
ubiega sie o wigcej niz jedno stanowisko. Oblicz, ile réznych wynikéw moga dac te
wybory.

10.50. Na o$miu torach biezni naleZy ustawi¢ w sposob losowy o$miu zawodnikow. Na

ile sposobéw mozna tego dokonac?

10.51. W pewnym miescie siedmiocyfrowy numer telefonu zaczyna sig od cyfry 8. Oblicz,
ile jest mozliwych réznych numerow telefonéw w tym miescie.
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10.52. W pewnym miescie siedmiocyfrowy numer telefonu ma ustalone pierwsze dwie
cyfry 34. Oblicz, ile jest mozliwych réznych numeréw telefonéw w tym miescie.

10,323, Na planie obok przedstawiono polozenie pigciu domow. . I
a) Jezeli kazde dwa domy potaczymy bezposrednio prosta droga, to ile 4 :
jest takich drog? -

h) Ile mogloby by¢ domoéw na planie, gdyby drog byto 15?
i0.54. Ile oséb sig spotkalo, gdy witajac si¢ wzajemnie wymienito 28 usciskow dloni?

10.535, W rozgrywkach ligii pitkarskiej bierze udzial 18 druzyn. Oblicz, ile spotkan zosta-
nie rozegranych, jezeli kazde dwie druzyny graja ze soba mecz i rewanz.

10.36. W turnieju szachowym rozegrano 66 partii. Ilu bylo graczy, jezeli kazdy szachista
grat z kazdym jeden raz?

10.57. W spotkaniach pitkarskiej rundy wiosennej, liczacej 16 zespotow, gra kazdy z kaz-
dym. Kazdy mecz sgdziuje trzech arbitrow. Oblicz koszt sedziowania spotkan w run-
dzie, jezeli kazdy z arbitrow otrzymuje 100 zt za jeden mecz.

Prawdopodobienstwo

10.58. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(AUB)=§', P(A)=%,

P(B’):%. Oblicz P(AB).

10.59. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz Ac B. Oblicz P(4UB) i
P(ANB), gdy P(4)=03, P(B)=0,4.

10.60. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni . Uporzadkuj rosnaco prawdopodo-
1

bienstwa P(4), P(4"), P(B), wiedzac ze P(ANB)= % oraz P(AUB)=P(B')= >

10.61. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac ze: P(4)=0,6, P(B)=0,7
oraz P(AuB)=0,9, oblicz P(AnB), P(A\B), P(B\ A).

10.62. Zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni €. Oblicz prawdopodobienstwa

P(A4NB) i P(An B’), wiedzac ze P(4')= % P(4 uB)=% , P(B’)=% :



204 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa i kombinatoryka

10.63. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wykaz, ze jezeli P(4)=0,7 oraz
P(B)=08,t0 P(4nB)=0,5.

10.64. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wykaz, ze jezeli P(4)+ P(B)>1,
to ANB#J.

10.65. Zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac, ze P(4uU B)=

3

| w

P(4nB)= % , P(Q\ 4)= é , oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen 4 i B.

10.66. Grupie reprezentatywnej stuosobowej zadano trzy pytania, oznaczone literami A,
B, C, na ktore kazda z osob ankietowanych odpowiadata ,tak™ lub ,,nie”. Wyniki odpo-
wiedzi ,,tak” przedstawiono w tabeli ponize;.

Pytanie A B C | AiB|AIiC|BiC|AiBiC
Liczba oséb 50 | 40 | 35 7 9 11 2

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba odpowiedziata , tak™:
a) na pytanie A, b) doktadnie na dwa pytania, ¢} na pytanie B lub C.

A
10.67. Na diagramie obok przedstawiono oceny )

z biologii uzyskane przez uczniéow klasy I1Ib na
koniec roku. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze losowo wybrany uczen otrzymat z bio-
logii na koniec roku oceng:

FEN ) ey
$21

liczba uczniow

— N W O\ =100 N0
i
!
i
{
H

T 1
o i

S W W B R S

, e R
1 2 3 4 5 6 ocena

a) co najmniej dobra, b) co najwyzej dostateczna.

10.68. Rzucamy trzy razy symetryczna moneta. Sporzadz drzewo tego doswiadczenia lo-
sowego 1 oblicz prawdopodobienstwo:
a) zdarzenia A polegajacego na otrzymaniu dwa razy orla,
b) zdarzenia B polegajacego na otrzymaniu trzy razy orla lub trzy razy reszki,
¢) zdarzenia C polegajacego na otrzymaniu co najmnie) dwa razy reszki,
d) zdarzenia D polegajacego na otrzymaniu co najmnigj raz reszki.

10.69. Rzucamy dwa razy szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo:
a) zdarzenia A polegajacego na otrzymaniu sumy oczek nie mniejszej od dziewigc,
b) zdarzenia B polegajacego na otrzymaniu pigciu oczek co najmniej na jednej kostce,
¢) zdarzenia C polegajacego na tym, ze co najmniej na jednej z kostek otrzymamy pigé
oczek i suma oczek na obu kostkach bedzie nie mniejsza od dziewigciu.
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10.70. Czy latwiej otrzyma¢ dwa orly w trzech rzutach moneta, czy sumg oczek mniejsza
od 6, w dwoch rzutach kostka do gry?

10.71. Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucie symetryczna
kostka szesScienna, ktorej siatkg przedstawia rysunek obok. Spo-
rzadz drzewo tego do$wiadczenia losowego i oblicz prawdopo- * || "
dobienstwo:

a) zdarzenia A, Ze uzyskano w obu rzutach ten sam wynik,

b) zdarzenia B, ze uzyskany iloczyn oczek jest liczba parzysta.

10.72. Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie symetryczng moneta i sze$cienng
kostka do gry. Niech 4 oznacza zdarzenie, ze na kostce wypadta liczba oczek wieksza
od 4, natomiast B zdarzenie, Zze na monecie wypadta reszka. Oblicz:

P(4UB), P(4\B), P(L).

10.73. W salonie gier dwoch graczy rzuca dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry.
Graczowi A oblicza sig sume wyrzuconych oczek i jesli suma ta jest jedna z liczb: 6, 7, 8 to
gracz A wygrywa. Gracz B wygrywa, gdy iloczyn wyrzuconych oczek jest wigkszy od 10.
Dla ktérego z graczy prawdopodobienistwo wygranej jest wigksze?

10.74. W klasie jest 16 dziewczat i 14 chlopcéw. Dwie losowo wybrane osoby beda repre-
zentowaly klasg jako kibice rozgrywek szkolnych w siatkowce. Sporzadz drzewo tego
doswiadczenia losowego i oblicz prawdopodobienstwo:

a) zdarzenia 4, ze kibicami beda dwie dziewczyny,
b) zdarzenia B, ze kibicami bgda dwaj chiopcy,
¢) zdarzenia C, ze kibicami bedzie jedna dziewczyna i jeden chiopiec.

10.75. Sposrod jedenastu kobiet 1 dziewigciu mezczyzn losowo wybrano trzyosobowa
delegacj¢. Sporzadz drzewo tego doswiadczenia losowego i oblicz prawdopodobien-
stwo:

a) zdarzenia 4, ze w sklad delegacji wejdzie co najmniej jeden mezczyzna,

b) zdarzenia B, ze w sklad delegacji wejdzie co najmniej dwoch mezczyzn.

10.76. W pudetku znajduje si¢ 10 kul biatych i 8 kul czarnych. Losujemy trzy kule. Spo-
rzadz drzewo tego doswiadczenia losowego i oblicz prawdopodobienstwo:
a) zdarzenia 4, ze wylosowano dwie kule czarne,
b) zdarzenia B, Ze wylosowano co najmniej dwie kule czame,
¢) zdarzenia C, ze wylosowano co najmniej jedng kule czarna.
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10.77. W pudetku znajduja sie kule biale (b) 1 czame (c¢). Drzewo S ]
na rysunku obok jest ilustracja doswiadczenia losowego, ktore = /\—

polega na dwukrotnym losowaniu z pudelka po jednej kuli.

a) Oblicz, ile bylo kul w pudetku przed przystapieniem do loso- b o
wania. % / \ / \
b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia 4, ze wylosowano ; 4
C c

dwie kule o réznych kolorach.

10.78. Na diagramach obok przedsta-
wiono dane dotyczace uczniow tech-
nikum uczacych sig jgzykow obcych
(kazdy uczen uczy sig tylko jednego
jezyka). Sporzadz drzewo 1lustruja-
ce doSwiadczenie losowe 1 oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

dziewczeta

chtopcy dziewczgta
- J. angielski

losowo wybrany uczen jest:
a) dziewczyna, ktdra uczy si¢ jezy-
ka francuskiego,

J. francuski

J. niemiecki

b) chiopcem, ktérym nie uczy si¢ jgzyka niemieckiego.

10.79. Sposrod punktow o wspotrzednych (x, y), gdzie xe {~1,0,1} i ye {0,2}, losowo
wybrano dwa punkty. Oblicz prawdopodobienstwo:
a) zdarzenia A, ze wybrane punkty leza na prostej o rOwnaniu y =2x,
b) zdarzenia B, ze wybrane punkty leza na prostej o rGwnaniu y=2.

10.80. Pierwszy strzelec trafia w cel z prawdopodobienstwem 0,8, drugi strzelec z praw-
dopodobienstwem 0,7. Kazdy strzelec oddat jeden strzat do tego samego celu. Sporzadz
drzewo tego doswiadczenia losowego i oblicz prawdopodobienstwo:

a) zdarzenia A, ze cel zostat trafiony dwa razy,
b) zdarzenia B, ze cel zostal trafiony co najmniej raz.

10.81. Sposrod wierzchotkow szescianu o dlugosci krawedzi 1 losowo wybrano dwa. Oblicz
prawdopodobiefistwo zdarzenia 4, ze odleglosé¢ tych wierzchotkéw jest réwna 2 .

10.82. Dwa losowo wybrane wierzchotki sze$ciokata wypuktego traktujemy jako konce
odcinka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze odcinek ten nie jest bokiem sze-
$ciokata.
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10.83. Drewniany szescian, ktorego wszystkie $ciany sa pomalowane na zielono, zostal
podzielony na 64 przystajace male szeSciany. Wszystkie te szesciany dokladnie prze-
mieszano, a nastepnie losowo wybrano jeden. Oblicz prawdopodobienstwo:

a) zdarzenia A, ze wybrany szeScian ma jedng $ciang zielona,
b) zdarzenia B, ze wybrany szeScian ma co najmniej jedna Sciang zielona.

10.84. Z zbioru Z liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 6 losujemy kolejno bez zwra-
cania dwie liczby 1 zapisujemy je obok siebie, tworzac liczbe dwucyfrowa, w ktore)
cyfra dziesiatek jest pierwsza z wylosowanych liczb. Sporzadz drzewo tego doswiad-
czenia losowego i oblicz prawdopodobienstwo:

a) zdarzenia A, Ze otrzymana liczba jest liczba parzysta,
b) zdarzenia B, ze otrzymana liczba jest podzielna przez 3.

10.85. Z zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy kolejno bez zwracania trzy cyfry i zapi-
sujemy je obok siebie w kolejnosci losowania, tworzac liczbg trzycyfrowsa. Oblicz praw-
dopodobienstwo:

a) zdarzenia A4, Ze otrzymana liczba jest podzielna przez 5,
b) zdarzenia B, ze otrzymana liczba jest podzielna przez 4.

10.86. Z zbioru {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} wylosowano ze zwracaniem trzy razy po jednej
cyfrze i zapisano je obok siebie w kolejnosci losowania. Oblicz prawdopodobiefistwo
zdarzenia A4, ze otrzymana liczba jest trzycyfrowa.

10.87. Z zbioru {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9} losujemy ze zwracaniem trzy cyﬁy i zapisuje-
my je obok siebie w kolejnosci losowania, tworzac liczbg trzycyfrowa. Oblicz prawdo-
podobiefnstwo zdarzenia 4, Ze otrzymana liczba jest liczba nieparzysta.

10.88. Czterech studentow mieszkajacych w wspdélnym pokoju w domu akademickim,
postanowilo, Ze o tym, kto danego ranka ma p6j$¢ po bulki, bedzie decydowat los. Przy-
gotowali cztery jednakowe kartki, przy czym jedna z nich oznaczono (po jedne;j stronie)
litera W. Ta osoba, ktora wylosuje oznaczona kartke, bedzie musiala p6js¢ po zakupy.
Ktory ze wspollokatorow, losujacy jako pierwszy, drugi, trzeci czy czwarty ma najwiek-
sza szans¢ wy)scia po butki? Odpowiedz uzasadnij.

10.89. Z pudelka, w ktorym sa cztery kule biale i jedna czarna, losujemy kolejno bez
zwracania cztery kule. Sporzadz drzewo tego do§wiadczenia losowego i sprawdz, co jest
bardziej prawdopodobne, czy wylosowanie kuli bialej za pierwszym razem, ¢czy za czwar-

tym razem.
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10.90. Na loterii jest dziesig¢ losow, wsrod ktorych jeden los wygrywa cala stawke, trzy
1

losy wygrywaja po 5 stawki, a pozostale losy sa przegrywajace. Sporzadz drzewo tego

doswiadczenia losowego i oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze kupujac dwa losy

wygramy dokladnie cala stawke.

10.91. W loterii jest dwanascie losow, z ktorych jeden wygrywa, a trzy daja prawo wycia-
gnigcia dodatkowego losu. Sporzadz drzewo tego doswiadczenia losowego 1 oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia 4, ze kupujac jeden los, wygramy.

10.92. Przygotowano dwa rodzaje loterii. W loterii I rodzaju jest 12 loséw, w tym doklad-
nie 3 wygrywajace, w loterii Il rodzaju jest 16 losow, w tym 4 wygrywajace. Kupuyjemy
dwa losy z loterii I albo dwa losy z loterii II. Sporzadz drzewo tego do§wiadczenia loso-
wego 1 sprawdz, czy prawdopodobienstwo wylosowania co najmniej jednego losu wy-
grywajacego jest w obu loteriach takie samo.

10.93. Rodzenstwo nie lubi wynosi¢ $mieci. Franek zaproponowat Bronkowi, by o tym,
kto danego dnia bedzie wyrzucal $mieci, bedzie decydowat los. ,,Wybierzemy z talii kart
3 asy i 2 krole, tata je potasuje, a my bedziemy na przemian braé po jednej karcie. Smieci
wynosl ten, kto pierwszy wyciagnie krola”. Bronek po namysle przyjat propozycjg bra-
ta, ale postawil warunek: ,,Pierwszg kart¢ bierzesz ty”. Dlaczego Bronek postawil taki

warunek? Odpowiedz uzasadnij.
B
10.94. Na rysunku przedstawiony jest plan szlaku turystyczne-

go. Z punktu 4 wychodzi wedrowiec 1 na kazdym rozwidle-
niu, z takim samym prawdopodobienstwem wybiera jedna
z drog, ktore sa przed nim. Sprawdz, czy bardziej prawdopo-
dobne jest dojscie wegdrowca do punktu B, czy do punktu C.

A.\_; /. e

{

ZADANIA ZAMKNIETE
(Sposrod odpowiedzi A, B, C, D wskaz poprawng.)

1. Na potrzeby gospodarki zuzyto 20km’ wody, w tym na cele przemystowe 13,6 km”,
na gospodarke leéna i rolnictwo 4, 4km’ , a pozostata czgé¢ na gospodarke komunalna.
Zuzycie tej wody przedstawiono na diagramie kotowym:

A) '
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2. Na diagramie obok przedstawiono rozklad koloru oczu w pewnej
grupie os6b. W migjsce x na diagramie nalezy wpisac:

A) 30%, B) 5—70, C) 25%, D) 24%.

3. Srednia arytmetyczna wynikéw: 3, 4, 5 ulegnie zmianie, gdy dopisze si¢ do nich
nastgpne dwa wyniki:
A) 117, B) 414, O 217, D) 3i5.

4. Srednia arytmetyczna liczb z zbioru {—4, -3, 2, 3, 4} to:

A) 0, B) 0.4, C) 2, D) 3,2.
5. Na diagramie obok przedstawiono procentowe ubezpieczenia
rozmieszczenie aktywow funduszu inwestycyjne- miedzynarodowe

go w czterech kategoriach: obligacje, akcje, rynki
pieni¢zne i ubezpieczenia mi¢dzynarodowe. Na

obligacje

skutek zmiany strategii funduszu wycofano pienig-
dze z ubezpieczen mig¢dzynarodowych i roztozono
je rownomiernie na pozostate kategorie. Po tej ope-

racji w rynki pieni¢zne zainwestowano cz¢$¢ funduszy rowna:
1 1 1 1
A > B T C I D -
) 5 ) 2 ) 3 )5
6. Srednia arytmetyczna wszystkich wielokrotnosci liczby 3 nalezacych do przedzia-

tu (6;36) jest rowna:
A) 3, B) 18, C) 21, D) 42.

7. Po serii spotkan druzyna R zdobyta 39 punktéw, druzyna S — 36 punktéw, druzyna T —
34 punkty, druzyna W — 31 punktow. Druzyna, ktora zdobyta ponad 10% punktow wig-
cej niz Srednia arytmetyczna punktow zdobytych przez wszystkie druzyny, jest:

A) druzyna R, B) druzyna S, C) druzyna T, D) druzyna W.

8. Rzucono dwiema monetami. Liczby uzyskanych orléw Liczba oriéw | Liczebno$é
w tych rzutach przedstawiono w tabeli obok. Srednia aryt- 0 20
metyczna liczby uzyskanych ortéw jest rowna: 1 45
A) 1,2, B) 1,15, O) 1,5, D) 1,55. 2 35

9. Wyniki konkursu matematycznego podano w punktach: 94, 92, 90, 90, 86, 86, 86, 72.
Mediang tego zestawu wynikow jest:
A) 94, B) 92, C) 88, D) 8&e6.
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10. Na diagramie obok przedstawiono procentowy udziat pieciu
akcjonartuszy w zyskach pewnej firmy. Dominanta (moda) tych

udziatow jest:
A) 25%, B) 15%, C) 30%, D) 35%.

xi nz

11. W tabeli obok dla zestawu danych x, podano ich liczebno$é #, . 12 | 3
Srednia arytmetyczna tego zestawu danych jest réwna: 20 | 2
A) 19,7, B) 21, C) 26,75, D) 27.7. 33 | 1
42 | 4

12. W grupie 0sob $rednia dziesieciu ocen z jezyka niemieckiego to 3,8, a $rednia dwu-
dziestu ocen z jezyka francuskiego to 4,1. Zatem $rednia arytmetyczna ocen z jezykow

obcych w trzydziestoosobowej grupie jest roOwna:
A) 3,25, B) 3.9, O 4,

D) 4,05.

13. Suma pigciu liczb jest rowna 445, a érednia arytmetyczna tych liczb réwna jest media-

nie tego zestawu liczb. Z powyzszych warunkéw wynika, ze suma liczb pomniejszona

o §rednig arytmetyczng jest rOwna:
A) 351, B) 356, C) 361,

14. Mediang zestawu danych: 0,1, 1,2, 3, 1 jest:
A) 1, B) 1:5’ C) 29

15. Mediang zestawu danych: —3,-1, 0, 1 jest:

1
A) 5> B) 0,5, O 1,

16. Mediana danych wartosci przedstawionych w ta-
beli jest:
A) 0, B) 0,5, o 1, D) 5.

17. Na diagramie obok przedstawiono odpowiedzi
dwudziestu osob na pytanie: ,,Ile razy w ciggu roku
byles na wystawie malarstwa wspotczesnego?”, Me-
diang otrzymanych wynikow jest:

A) 3, B) 2, C) 2,5, D) 0.

D) 366.

D) 2.,5.

D) 0.

Warto$é 0111213

Liczebnos¢ | 5|2 | 1| 1

>

liczba 0s6b

- N W
T

0 2 3 4
liczba wejs$¢ na wystawe
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18. Mediana zestawu danych, przedstawionych obok w ta- Wartos€ 13151617
beli rowna jest 5,5. Zatem liczebno$¢ wartosci 6 to: Liczebnosé | 312 | x | 3
A) 3, B) 2, O 1, D) 0.

19. Srednia arytmetyczna i mediana danych przedsta- S A
wionych na diagramie obok to: _§5
A) érednia 5 i mediana 5,5, 8 4
B) srednia jest mniejsza od mediany, j o
C) srednia 5 i mediana 6, HOH
D) srednia 5 1 mediana 5. g >

4 5 6 7 c;as

20. Srednia arytmetyczna szeéciu liczb calkowitych jest mniejsza od 30, a $rednia aryt-
metyczna pierwszych pieciu z tych liczb jest rowna 25. Zatem mozliwa najwigksza war-
to$¢ szostej liczby to:

A) 52, B) 53, C) 54, D) 55.

21. Mediang trzech wynikow jest 18, a $rednia arytmetyczna tych wynikow jest dwa razy
wieksza niz mediana. Najmniejszym z wynikow jest 7, wigc najwigkszy wynik jest rowny:
A) 29, B) 36, C) 72, D) 83.

22. Srednia wazona zestawu liczb podanych w tabeli obok

) , Liczha |[3 (4| 6
jJest rowna.

3 Waga 21311
A) ?, B) 4, O) 4,(3), D) 4,33. :

23. Trzech sedziow ocenilo zawodnika, przyznajac punkty: 2, 3, 7. Odchylenie standar-
dowe od sredniej arytmetycznej zestawu tych punktow jest roOwne:
A) 2,01, B) 2,16, C) 4,00, D) 4,67.

24. W pewnym regionie wyboru imion nowonarodzonym dzieciom mozna dokonaé z wy-
kazu zawierajacego 100 imion. Nadajac dziecku dwa imiona mozna to zrobi¢ na:

A) 100 sposobow, B) 99 sposobow,
C) 100-100 sposobow, D) 100-99 sposobdw.

25. Rzucamy dwukrotnie kostka do gry. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w drugim

rzucie wypadla mnigjsza liczba oczek niz w pierwszym rzucie jest rowne:

A) = B) = 0° D) >
)2’ )3’ )99 )12'
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18. Mediana zestawu danych, przedstawionych obok w ta- Wartos¢ 13151617
beli réwna jest 5,5. Zatem liczebnos¢ wartosci 6 to: Liczebnosé | 3 12 | x | 3
A)3 B2 O1 Do

19. Srednia arytmetyczna i mediana danych przedsta- s A
wionych na diagramie obok to: _§5 """"""""

A) Srednia 5 1 mediana 5,5, _i:’ 4 | )

B) $rednia jest mniejsza od mediany, z sz{ ; oo
C) $rednia 5 i mediana 6, | 4 - e
D) $rednia 5 i mediana 5. S S S S S S

4 5 6 7 czas

20. Srednia arytmetyczna sze$ciu liczb catkowitych jest mniejsza od 30, a $rednia aryt-
metyczna pierwszych pigciu z tych liczb jest rowna 25. Zatem mozliwa najwigksza war-
tos¢ szostej liczby to:

A) 52, B) 53, C) 54, D) 55.

21. Mediana trzech wynik6w jest 18, a érednia arytmetyczna tych wynikow jest dwa razy
wigksza niz mediana. Najmniejszym z wynikow jest 7, wigc najwigkszy wynik jest rowny:

A) 29, B) 36, C) 72, D) 83.
22. Srednia wazona zestawu liczb podanych w tabeli obok
. . Liczba 3146
jest rowna:
13 Waga 21311
A) 3 B) 4, C) 4,3), D) 4.33. '

23. Trzech sedzidéw ocenito zawodnika, przyznajac punkty: 2, 3, 7. Odchylenie standar-
dowe od sredniej arytmetycznej zestawu tych punktow jest rOwne:
A) 2,01, B) 2,16, C) 4,00, D) 4,67.

24. W pewnym regionie wyboru imion nowonarodzonym dzieciom mozna dokonaé z wy-
kazu zawierajacego 100 imion. Nadajac dziecku dwa imiona mozna to zrobi¢ na:

A) 100 sposobow, B) 99 sposobow,
C) 100-100 sposobow, D) 100-99 sposobdw.

25. Rzucamy dwukrotnie kostka do gry. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w drugim

rzucie wypadla mniejsza liczba oczek niz w pierwszym rzucie jest rowne:

o1 o 1 o3 N
)2’ )39 )99 )12'
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26. Na diagramie (rysunck obok) przedstawiono zdarzenie 4
1zdarzenie B w przestrzeni Q. Wynika stad, ze:

&) P)=3, B) P(4)=2,
C) P(AmB)zg, D) P(AuB)z—;.

27. W kwadracie przedstawionym na rysunku obok nalezy pomalowadé
dwa z czterech pol oznaczonych cyframi od 1 do 4. Réznych sposobow 1|2
wykonania tego zadania jest: 4 |3
A) cztery, B) pigé, C) szesc, D) trzy.

28. W terenie oznaczono 10 punktéw, z ktorych zadne nie sa wspétliniowe. Aby wyzna-
czy¢ odleglo$¢ pomigdzy poszczegdlnymi punktami, nalezy wykonaé pomiardw:
A) 20, B) 30, C) 45, D) 50.

29. Rzucamy trzema monetami symetrycznymi. Liczba mozliwych zdarzen elementar-
nych jest rowna:
A) 4, B) 8, C) 9, D) 12.

30. Rzucamy réwnoczesnie kostke szeScienng i monetg symetryczna. Liczba mozliwych
zdarzen elementarnych jest rowna:

A) 2, B) 4, C) 6, D) 12

31. Liczba réznych punktéw o wspétrzednych (x, y), gdzie xe {~1, 0, 1, 3, 4}
i ye{4, 5, 6}, jest rowna:
A) 8, B) 9, O 15, D) 25.

32. Z zbioru cyfr {l, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy bez zwracania dwa razy po jednej cyfrze.
Liczb dwucyfrowych, ktérych cyframi dziesiatek oraz jednosci sa kolejno wylosowane

cyfry, jest:
A) 36, B) 30, C) 12, D) 11.

33. Z zbioru cyfr {0, 1, 2, 3, 4, 5} losujemy ze zwracaniem dwa razy po jednej cyfrze.
Liczb dwucyfrowych, ktorych cyframi dziesiatek oraz jednosci sa kolejno wylosowane

cyfry, jest:
A) 36, B) 30, O 12, D) 10.

34. Liczb naturalnych dwucyfrowych wigkszych od 45 i o réznych cyfrach jest:
A) 54, B) 49, C) 45, D) 24.
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.. : 1
35. Jesli zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni  oraz P(A)z; , P(4 UB)=§ ,
P(AN B):% , to prawdopodobienstwo zdarzenia B jest rowne:

A) > B) cl‘ Dz
) 35 ) 5 ) 3> =

: .. : 1
36. Jesli zdarzenia A i B sg zdarzeniami przestrzeni  oraz P(A)=§ , P(AuB)=1

i P(AnB)=0, to prawdopodobienstwo zdarzenia B jest rOwne:

A B) - O« D) >
) 5 ) 3 ) ¢ ) 5

377. Jesli zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(4)= % oraz P(AUB)= % ,

to prawdopodobienistwo réznicy zdarzen B i A ( P(B\ A)) jest réwne:

1 3 3 1
A) 5. B) . 0 D) -

38. O zdarzeniach losowych K i M przestrzeni @ wiadomo, ze P(K)=0,5, P(M)=0,3
oraz P(K UM )=0,7 . Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzent K i M spelnia warunek:
A) P(K "M)=0.2, B) P(KNM)>03,

C) P(K "M)<0,2, D) P(KM)=03.

39. Zdarzenia M i N, takie ze M < N, sa zdarzeniami przestrzeni Q. Jesli P(M)=0,3
i P(N)=0,8, to:
A) P(N\M)<0,5, B) P(N\M)=0.5,
C) P(N\M)>0,5, D) P(N\M)=038.

40. Jezeli zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(4wB)=0,75
i P(ANB)=0,2,tosuma prawdopodobienistwa zdarzenia 4 i prawdopodobienstwa zda-
rzenia B jest rowna:

A) 0,90, B) 0,95, C) 0,55, D) 0,45.

41. Rzucamy dwa razy cztero$cienna kostka do gry, ktéra ma na kazdej $ciance cyfre
odpowtednio 1, 2, 3, 4. Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia, ze

liczba 8 jest suma oczek na obu kostkach, jest rowne:
1 1 1 15
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42. W pudelku sa kule biate i czerwone. Stosunek liczby kul biatych do liczby kul czer-
wonych jest rowny 3 : 4. Prawdopodobienstwo wyciagnigcia z pudetka kuli czerwone;j

jest roOwne:
7

A) B ! C El D i
21 s ) 7 2 ) 7 2 ) 7 *
43. Na loterii jest dziesie¢ losow, z ktorych cztery sa wygrywajace. Kupujemy jeden los.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze nie wygramy nagrody jest rOwne:
|

e B) > O~ D)
6 s 3 s 6 L] 5 .
44. Rzucamy dwa razy sze$cienng kostka do gry. Prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze
liczba 12 jest iloczynem liczby oczek, ktore wypadly na obu kostkach, jest rowne:
1 1 1 1
A) —, B) —, 0 —, D) <.
) 2 ) 9 )6 ) 3
45. Rzucamy trzy razy szeScienna kostka do gry. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

w kazdym rzucie wypadla taka sama liczba oczek, jest rowne:

35 1 i 1
TS B % © 36 D) 216

46. Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybrano asa
lub jedna kartg koloru pik jest rowne:

1 15 16 17
1 n B 16 D) —.
A) 5 ) 55 05 ) 52

47. Na rysunku przedstawiono plan sieci drég. Rowerzysta
z miejsca A do miejsca B dojedzie, gdy na kazdym rozwi-
dleniu drog wybierze jedna z nich z tym samym prawdopo- A
dobienstwem. Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia, ze do
miejsca B dojedzie nie bladzac, jest rowne:

ml ml Ql D) —
29 4') 5’ °

48. Na kluczu nalezy wyzlobi¢ 4 rowki, majac do dyspozycji narzedzie wycinajace tylko
3 rowki o roznej glebokosci: g,, g,, g, . Prawdopodobienistwo zdarzenia, ze na kluczu
zostang wyciete 4 rowki jednakowej gigbokosci jest rowne:

A)1 B)i C)i D L
16’ 27’ 64’ )81'
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Odpowiedzi i wskazéwki

10.1. a) A — 435, B— 130, C-115, D75, E - 25, suma 780, b} 1,56e (1;2).

b) 780 =1,56.
500

10.2. a) b) 3 min z1, obrot byt mniejszy: w I kwartale 0 2 min zl, w IV kwartale

o | min zi. Obrét byt wigkszy w 11l kwartale o 3 miln zi.
6 min zi
" a) Roczny obrét firmy to 12 min zt. Miara kata srodkowe-
1
go wycinka kolowego, np. dla 1 miln z} to I kata 360°, czyli 30°.
1 min zt
10.3. . Wyznaczamy miary katéw srodkowych odpowiadajace liczbie

procentdw posiadanych gier, np. 10% kata 360° to 36°.

4% 4% %
e

10.4. a) 2577 tys. ton, b) jablka 84%, gruszki 4%, sliwki 4%,

- .. 84%
wisnie 7%, czeresnie 1%, ¢) okolo 68 kg.

1%

10.5.a) x=3, by m,=3,czyli m,=x. -+ . Aby ustali¢ mediang nalezy zbidr ocen uporzadko-

wac niemalejaco.

10.6. a) Lista wynikow K: 1,1, 1,1,1,1,2,2,2,3,4,5,5,5,6,6,6,6,6,6,
L:1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,6,6,6,6,
M:1,1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,6,
No1,1,1,1,1,2,2,2,2.2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6.

b) Dia K: me=3%,mo=l 1 m,=6, dlaL: me=4-;—,ma=5, dlaM: m,=3, m,=21m,=3,

31 dlaL: v=4l, dlaM: =3, dlaN: 7231,
2 5 2

dlaN: m, = 3-;— , mody nie ma, ¢)dla K: x

b) Przy ustawieniu liczb rosngco, mediana jest rowna $redniej arytmetycznej liczb, np. dla

zbioru K liczb na dziesigtym i jedenastym miejscu.
10.7.a) m, =132 min, m, =130 min, b) X =132 min.

10.8. a) 29 uczniow, b) x=3,55, ¢) m =4.
10.9. 94, 96, 98, 100, 102, 104, 106, m, =X . : x:@:wo.

x+y+

10.10. a) 13, b) 40, ¢) 11,5. Z warunkow zadania Z=10,wiqc x+y+z=30.

x+2+y+3+z+4 (x+y+z)+9 30+9 4-30 30+16
3 = 3 = 3 . b) 3 , € 4 .
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10.11. Czwarty sportowiec 176 cm, piaty 179 cm. i .ouie Z warunkow zadania
3-165+(x—-3)+x
5
10.12. x=14, m, =8, x>m

=170, gdzie x — wzrost piagtego sportowca.

10.13. Co najmniej 13 punktow. f .70 210+~ 211, gdzie x to ocena trzeciego testu.
10.14. a) x=4, b)0,99%. !.i.. o/ b) Bledem wzglednym przyblizenia jest liczba & = 4’2‘:);4 ,
wiec —(-)—:—g% -100% =0,990099...% . ,
10.15. a) 4 oceny mierne i 7 ocen dostatecznych, | 10.16. X, =3,9. ! vieinke Czestosé
b) :g 9‘\%— : wystgpowania poszczegOlnych stopni szkol-
g §’ e | nych podano na diagramie w procentach.
P | Przedstawiajac je w postaci ulamkéw dzie-
2 2 N - T I sigtnych otrzymamy wagi czestoéci wystepo-
; M- 31! ‘7 | A — | wania. Zatem:
1+ MLF‘ I“‘; r"*l !“r"““; | x,=030-5+0,40-4+0,20-3+0,10-2=39 .

I 2 3 4 5 6 ocer |
ocena |10.17.a=50%,fw=1,88- T8 oy

1242243 (11-x)+4-3+5-3+6-1 5, | 2%=100%~(10%+15%+25%), srednia
20 7
gdzie x jest liczba uczniow, ktérzy otrzymali oceng 2. |

Hiviuzon b a)

wazona — patrz wskazowka zadania 10.16.

10.18. a) Ocena

0 10 20 30 40 50 60 70 80
liczba uczniow

gdzie x to liczba piatek.

I
61 s I 10.19. a) Klasa IIla, bo 3,72>3,56, b) klasa
. » | 1lIb, bo 4>3.
4fii e I
> so | 10.20.2) 1300, b)2, ¢) 800 rodzin, 61,5%.
2 |

: 4.345.-44x-5
10.21. Cztery. i/ . wi.: _4,

1 - : i 445+x

|

|

I

b) m,=3, Xx=3,25, ¢) 60 uczniéw, d)o 0,67.

30-4,4+25-33

10.22. ¥=39. ..ol X=
55
10.23. a=5. ! i-aea 3-4+4-l+5-1+a+2-3=3’2.
44+1+1+143

10.24. a) Srednie wazone dla studenta: A) 3,98, B) okotlo 3,98, C) okolo 3,93, b) A, B, C.

10.25.a2) 2,45, b) 5,83, ¢ /9,2x. /i i €) ¥=2x,
2 2 2 b 2
O_=J|2x i +[2x-24 +|2x+53x| +x—4xf +[2x— 62 _ /?xz _ f33x.

10.26. Srednia cena ksigzki 21,38 zi, odchylenie standardowe od sredniej okoto 0,84 z1.
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10.27. £=2,7%, o =2,44%.

, 13-(0-0,8)* +10-(1-0,8)* +7-(2—-0,8)
10.28.a) x=08h, b) 0=~08h .. i b)o=\/ ( ) ( ) +7( y

30
_ JI5 o .

10.29.2a) x=2, b) o =—~5—- , € l4ucznidw. il iwonvia €) X—0 =123, wige ponad godzing na
przygotowanie zadan domowych przeznacza (8+6) uczniéw.
10.30.2) 2 12 [T : 10.31. $=34002L, o ~800 zt.

% 6 6 8 L | 10.32. Kasia: ¢ =0,75, Marta: ¢ ~0,94 , Bardzicj syste-

_t.: : ninE A ol matycznie pracowala na oceny Kasia, bo oddychanie

= 0 HER mﬂ =i | standardowe od Sredniej ma mniejszg wartosc.

A B C D E | 10.33. a) Klasa A: 0 =1,02, klasa B: 6=0,91, b) bardziej
zawodnicy

| wyrownany poziom byt w klasie B, bo odchylenie standar-

b) x=m,=6, ¢ 0=19. | dowe od $redniej ma mniejsza wartosé.

10.34. 7.8 m, 8,2 m. -02 +0;2

L J(x—8)2+(8—x)2_“02 NN

&6 ; + ' +
, gdy x to dtugosé skoku i xe R*. 78 8.0 82

=y

2
1035. i . a=air=0,wtedy F=a, " 2=%)

ine N,

=0, gdzie n to liczba wyrazéw oraz n >3
n

(q—a)+t(x—a)t..+(x,—a) _(x+x,+.+x,) n-a
n n n
10.37. a) 6 zdarzen, b) 9 zdarzen. 10.38. a) 4 kule, b) 3 kule, c¢) 6 kul.

10-36- i -\ .'.:-_,‘"'”:“ -‘,\:f.

=X-aqa.

10.39. a) 45 powitan, b) 90 Zyczeh noworocznych. ii-::; /.. a) Kazdy z kolegow wital sie osobno

z dziewigcioma pozostalymi kolegami, czyli 10-9, ale w ten sposob kazde powitanie liczymy dwukrotnie.
10-9

Zatem powitan bylo , b) kazdy z kolegdw wyslat Zyczenia do dziewigciu pozostatych, czyli 10-9.

10.40.2) 4, b)2, ¢) 0. itskozovic. Bok kwadratu ABCD ma dlugosé rowna V2 .
1041.a) 12, b)9. ! <5l a) 3-4 lub 4-3, b) 3+6.
10.42. Nie. !/ i Réznych ustawien pieciu stoni jest 5-4-3-2-1=120. Z warunkéw zadania kazde

ustawienie moze powtorzy¢ sig trzy razy, wige starczy ich na 360 dni. Rok ma co najmniej 365 dni, wiec

niektore ustawienia powtorza si¢ wigcej niz trzy razy.

10.43. 100 prob. ..+ ... Dwukrotnie wybie- %\

______ O-- 1o oo mmen @ oo 1O moliwosci
. Do . . wyboru

ramy jedna cyfrg z dziesigciu, czyli zgodnie %\ /]\
z regula mnozenia mozliwosci tych jest 10-10. 10 mozliwosci

012 e 9 O | =2 m 9t o
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10.44. 63. It kyzonwka A=139,93,48,84,57,75, 66} — zbior wszystkich mozliwych dwoch pierwszych
cyfr kodu, B=4{19,91, 28, 82,37,73, 46, 64, 55} — zbior wszystkich mozliwych dwoch ostatnich cyfr kodu.
Zatem wszystkich mozliwych kodow jest 7-9.

10.45. 57 600 000, b) 100 000. }}'sku-dswka. a) Kazda z liter mozna wybraé na 24 sposoby, stosujac regule
mnozenia, czyli 24-24 =576 . Kazda z pigciu cyfr mozna wybra¢ sposrod dziesigciu cyfr, stosujac regulg
mnozenia, na 10-10-10-10-10 sposobow. Zatem wszystkich numeréw rejestracyjnych moze byé 576-10°,

10.46. Mozna utworzy¢ 24 litery. Wiazowiae. (1 01 00 @ [ 0 LTI [0 W kazdym z kwadratow
moze by¢ jeden z dwoch znakéw: @7 lub ,—”. Zatem korzystajac z reguly mnozenia 1 reguly dodawania,
mamy 2-2-2+2-2-2-2.

10.47. a) 192, b) 256, ¢)500. Vskuzowha a) 3-4-4-4, b) 4-4.-4.4, ¢) 4.5.5.5.
10.48..a) 125 sposobow, b) S. i siuzéwka. a) 5-5-5.
10.49. 48 wynikow. Hiskazowka 4-3-4.

10.50. 40 320 SpOSObéw. Hhazowka, 8-7-6-5-4.3-2-1 . 10.52. Liczba réznych nmerow

10.51. Liczba réznych numeréw telefonicznych jest telefonicznych jest rowna 100 000.

rowna 1 000 000. Hskazohvka. Pierwsza cyfra numeru telefo-

I
|
I
| 10.53. a) Drog jest 10, b) doméw

nicznego jest ustalona, wigc wybieramy sze$¢ cyfr. Wszystkich : byloby szesé. 1W'shazinha. Drog

mozliwosci JeSt 10-10-10-10-10-10. I lqczqcych kazde dwa domy jCSt tyle,
| ile w sumie bokéw i przekatnych ma
I

pieciokat. Wzor na liczbg & przekat-

______________ 0--1--2-...-9---------="~-- |
%\ nych n-kata wypuklego ma postaé
n(n-3
"""""""" 0--1--2- --9--_.73{?9_‘?&? k=(T)-
. 5(5-3) ,
%\ a) Drog jest 5+ , b) rozwia-
. . -3
-------------- 0--1--2-..- 9"'621‘:'?9—‘??—.0— zujemy réwnanie n+ n(nz ) =15

wskazowka do zadania 10.53.

/]\ szosta cyfra

e B

%\ siddma cyfra

YIS R BTN Pttt

Rozwigzujemy réwnanie

N n(n—-3)

|

|

|

|

|

l

} 10.54. 8 0s6b. |} Ak, Patrz
|

|

|

| =28,
|

|

|

10.55. 306 meczy. !1\iuoesdo. Patrz wskazowka do zadania 10.53. Meczy bedzie 2 (18+@).

10.56. Dwunastu graczy. } viuzowka. Patrz wskazowka do zadania 10.53. Rozwiazujemy réwnanie
N n(n—3)
2

10.57. Koszt sedziowania 36 000 zt. !'vio-owio Patrz wskazéwka do zadania 10.53. Liczba meczy
16(16-3)

=66.

16+ , czyli 120. Z warunk6éw zadania koszt sedziowania jednego meczu jest rowny 300 zi.
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10.58. P(4nB)= % . Wskazéwka. P(B)=1-P(B’), czyli P(B)= % . Korzystamy z wzoru
P(4 U B)=P(4)+ P(B)- P(4n B).

10.59. P(4UB)=04, P(ANB)=03. Wskazowka Poniewaz ACB,t0o ANB=A
i AUB=B.

10.60. P(4)< P(B)< P(A'). Wskaziwka. Poniewaz P(B)=1-P(B’), wiec P(B)= % Korzystajac z wzoru

P(4 U B)=P(4)+ P(B)- P(4 N B), otrzymujemy P(A)=%, zatem P(A’):%.

10.61. P(4nB)=0,4, P(4\B)=0,2, P(B\4)=03.
Wikazowka. P(A\B)=P(4d)-P(4nB)=0,6-0,4, P(B\A)=P(B)-P(AnB)=0,7-0,4.

10.62. P(ANB)= % , P(ANnB)= ;- . Wskaziwka. Poniewaz P(4")= % ,to P(4)= % oraz P(B
P(B)z% . Korzystajac z wzoru P(4 U B)= P(A)+ P(B)- P(4A B) otrzymujemy P(4 " B)=

Zauwazamy, z¢ ANB = A\(4NB). Zatem P(4n B’)=P[4\(4nB)).

Poniewaz (4 B)c 4, wiec P(4nB')=P(4)-P(4~ B).

10.63. Wskazéwka. Korzystamy z wzoru P(4U B)= P(4)+ P(B)— P(4n B), czyli
P(4UB)=15-P(4N B). Poniewaz P(4u B)<1, wigc réwniez 1,5—- P(AnB)<1, stad P(4nB)>0,5.

10.64. Wskazowka. Zapisujemy wzor P(4 L B)= P(4)+ P(B)- P(4~ B) w postaci

P(AU B)+ P(AN B)= P(A)+ P(B). Z warunkéw zadania prawa (P) strona réwno$ci jest wigksza od 1,

. . e

wiec lewa (L) strona réwnosci tez jest wicksza od 1, czyli P(4U B)+ P(4n B)>1. Poniewaz
P(4UB)<1, wiec P(4n B) ma warto$¢ wigksza od zera, czyli P(4NB)>0,zatem ANB#Q@. cnu

10.65. P(A):z, P(B):l. 10.66. a) l, b) 0,21, ) 18 iskazouha
3 12 2 25
1067.2) L, by L. Wkazowka ay SEAE2 | ) AF8
2 2 24 24
. 3 1 1 7
10.68. a) P(A)==, b) P(B)=—, ¢) P(C)=—=, d) P(D)=—.
8 4 2 8
Wikazowka. Przyjmujemy oznaczenia: O — orzel, R — reszka.
ypay=L11, 111,111 1 1
222 222 222
., : e Y R ---ecnnnn-. 03liwe wyniki _____
d) Zdarzenie D’ polega na otrzymaniu trzy razy 1 /\1 1 /\1 Po plerwszym rzucie
2 2 2 2
orla, zatem P(D')=% . Korzystamy z wzoru e S R —mmmmeee o JUT R ---mn- mozliwe wyniki __

i 1 1 11 11 | Ppodrugimrzucie
P(D')=1-P(D). 5/\5 5/\5 5/\'2‘ 5/\5 o

PO trzecim rzucie
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10.69. a) P(A)=i§§, b) P(B):—;%, 0 P(C)=§56— . Wskazowka, 8) ~6:6=36, 5
A=1{(3,6), (6,3), (4,5), (5,4), (4,6), (6,4), (5,5), (5,6), (6,5), (6,6)}, wiec 4=10, stad ‘P(A)=E
¢) Zdarzeniu C= AN B sprzyja 5 zdarzen elementarnych, czyli C ={(4,5), (5,4), (5,5), (5,6), (6,5)}.
10.70. Latwiej otrzyma¢ dwa orly. #shuzowha. Niech zdarzenie A polega na otrzymaniu dwoch ortow

w trzech rzutach, a zdarzenie B na otrzymaniu sumy oczek mniejszej od 6 w dwoch rzutach kostka do gry.
Nalezy porownac¢ podobienstwa P(A4) i P(B).

Q:=2-2-2=8, 4={R0O0, ORO, OOR}, stad A=3 i P(A)=%, Q5 =6-6=36,

B={(1,1) (L,2) 1), (1,3} (2,2), (.1} (4,1), (3,2), (2,3), (,4)}, stad B=10i P(B):%.

10.71. a) P(A)=£ , b) P(B)=E . Wekazinka, Stosujac regule 4 2
44 22 6 6

iloczynéw i regulg sum, otrzymujemy: P(4)= setes - o ) - Wynik pierwszego

( )_i.g 24,22 4 2 4 2 -
66 66 66 6 6 6 6

_______________________________ wyriik

1 2 1 2 drugiego rzutu

10.72. P(Au3)=§, P(A\B)=%, P(A’)=§.
Wkamiwka, Q={(0,1), (0, 2), (0,3, (0, 4), (O, 5) (0, 6), (R, 1), (R, 2, (R, 3), (R, 4), (R. 5), (R, 6)}, wiec

Q=12, 4={(0,5)(0,6),(R,5), (R, 6)}, wiec A=4, B={[R,1),(R,2),(R,3), (R, 4)(R,5), (R, 6)}, wicc
F=6, P(A)=%, stad P(A’)=l—%,
AuB={0,5),(0,6),(R,1),(R,2),(R,3),(R,4),(R,5),(R,6)}, wiecc AUB=8,

A\B={(0,5),(0, 6)}, wiec A\B=2.

10.73. Prawdopodobienstwo wygranej jest wigksze dla gracza B. Wska-ovhy =6.6=36,

A4={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1), (1,6), (2, 5),(3,4),(4,3), (5,2, (6,1), (2, 6), (3,5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)}, wiec
j=16, zatem P(A)=£.

B={(6,6),(6,5),(6,4),(6,3),(6,2),(5,6),(5,5), (5,4),(5,3),(4,6),(4,5), (4,4),(4,3).(3,6).(3,5),(3,4), (2, 6}
wigc B=17 , zatem P(B)=%.

91 224 16 14
10.74. a) P(4)=—, P(B)=——, P(C)=— — =
B PA)=o, P(B)=oc, PO=1o8. 3(/\0

Wskazdwku. Niech: D — dziewezyny, C - chiopcy. D C

Stosujemy regule iloczynow i regule sum. 15 14 16 B
16 15 14 13 16 14 14 16 29 » » 2

a) P(A)=——, b) P(B )-—— —, ¢ PC)=——+——. D C D C

30 29 0 29’ 30 29 30 29
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10.75. a) P(A)=S—2, b) P(B)=%.

Wskazowka. Niech: K — kobieta, M — mgzczyzna. Ed n
20 20
I osoba

/\ i\ 8/\”’ 9/\

-_M ........... M_-__.K __________________________________
Mamy: a) p(A) 1- P(A )_ _l_l_ﬂ)_ 9 )p(B)_i.i.j_.{__g_.i._l_l _2_2_8_ _1_1_9__8_
20 19 18° 20 19 18 20 19 18 20 19 18 20 19 18~
35 29
10.76. a) P(A)=——, b) P(B)= PC——
) P(A)=-2, B) PB)=, 9 P(C) 0
Wskazdwka. Przyjmujemy oznaczenia: b — kula blala, ¢ — kula czama b/’ ‘\C
9 8 10 1
a) pa)=10.8 7, 8107 8 7 10 AN NG
18 17 16 18 17 16 18 17 16 b c b ¢
8 \8 9 79 7 10 /\ 6
108 7 810 7 8 710 8 7 6 Eﬁﬁ/\ﬁﬁ 16 16/ \16
b) P(B)=— —-— +——— +——— —— . v \
18 17 16 18 17 16 18 17 16 18 17 16 b ¢ b ¢ b ¢ b ¢
¢) Zdarzenie C’ polega na wylosowaniu trzech kul biatych. Zatem P(C’)—E-i-i ——é—
18 17 16 34
40 -1 3
10.77. a) 22 kule, b) ITh Wykazinvka. a) 11 " 7, gdzie n to wielokrotno$é licznika i mianownika
1
ulamka % Zatem 35n-7=33n-3,skad n=2, wus;c% 22 czyli w pudetku przed losowaniem byly

22 kule, wsrod ktorych byto 10 kul biatych 1 12 kul czarnych.

10.78. a) 0,18, b) 0,03. B vikuzowka. Niech: ¢ — wybrano chiopca, 0,60 0,40
d — wybrano dziewczynke,

f— wybrana osoba uczy si¢ jezyka francuskiego, i

a — wybrana osoba uczy si¢ jezyka angielskiego, 0%/ \),05

n — wybrana osoba uczy si¢ jgzyka niemieckiego. f

10.79. a) P(A)=% , b) P(B)=%. Wekazanika. a) Zbiorem punktéw spetniajacych

warunki zadania jest zbior Z ={(-1, 0), (0, 0),(1,0),(-1,2),(0,2), (1, 2)}. Patrz

n(n-3)
2

wskazowka do zadania 10.53. Zatem Q=n+ , dla n=6 mamy Q=15.

Jedynymi dwoma punktami lezacymi na prostej o rownaniu y =2x, sa punkty (0,0)
i (1,2). Zatem A=2.

b) Na prostej o rownaniu y =2 lezg trzy punkty: (-1,2), (0,2), (1, 2), z ktérych wybieramy dwa. Sa trzy

mozliwosci takiego wyboru, czyli B=3 , P(B)= %
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10.80. a) P(4)=0,56, b) P(B)=0,94. o,%\o,z

Wikazewku. Niech T — cel trafiony, N — cel nie trafiony. pierwszy

strzelec
A)=0,.8-0,7. b) Niech zdarzenie B’ , 2 i
a) P(4)=0,8-0,7. b) Niech zdarzenie B’ polega na tym, Ze cel nie byl 0.7 / \0 3 07 / \03
trafiony ani razu, P(B")=0,2-0,3=0,06, stad P(B)=1-0,06.

strzelec

10.81. P(A)=%. Hvkazowta Patrz wskazéwka zadania 10.53. Sze$cian ma 8 wierzchotkéw, z ktorych

Zadne trzy nie leza na jednej prostej. Odcinkdw taczacych dwa rozne wierzcholki jest 8+ 8 (82_3) , czyli 28.

Zatem Q=28. Przekatnych dlugosci V2 szeécian ma na kazdej $cianic dwie. Zatem P(A)=%.

10.82. P(A):%. ii"\Awzonka Patrz wskazéwka do zadania 10.53. Q — liczba wszystkich odcinkow

laczacych dwa losowo wybrane wierzchotki szeSciokata, czyli Q= 6+M =15, A — liczba przekat-
nych szesciokata, czyli A= 6 (62_3) =9
10.83. a) P(4)== 8 , b) P(B)= ; Hvkeziwho. a) Z warunkow zadania Q = 64

oraz A 4.6 =24, wigc P(A)—a b) Niech zdarzenie B’ polega na tym, ze

kazda $ciana wybranego sze§cianu nie jest zielona, wiec B'=8. Zatem

P(B)=1-P(B’), czyli P(B):l—%.

10.84. a) P(A):— b) P(B)_—, Ukaonka Z=11,2,3,4,5), zatem Q=5-4=20.

a) I sposob: Cyfrg dziesiatek a losu_]emy ze zbioru cyfr {1, 3, 5} i cyfr¢ jednosci b ze zbioru cyfr {2, 4} lub

obie cyfry a i b ze zbioru {2, 4}. Zatem A=3.2+2= 8, wige P(A)-—2~6-=§

H sposob: _ /7/«'3\ ~ e

1 - 1
— - | \ -
S o— /% =§ \l\ \ -

e

AN A AN A

2 3 4 5 1 4
P(A):.l_ _1..1.1 +l.l+l. ..1..+_1_ +l.l+l. .1_+i .
54 4) 54 514 4) 54 514 4

b) I sposob: Suma cyfr jest podzielna przez 3, czyli jedng cyfr¢ wybieramy ze zbioru cyfr {1, 4} i druga ze
2

zbioru {2, 5} oraz uwzgledniamy uporzadkowanie tych cyfr. Zatem B=2.2.2=8 , wigc P(B)= % =3
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II sposob: % \

1

SN /\ //\\ //\\

4 5 1 3 4 5 1 1

P(B):l _1_+l +l. }_+i +l. l+l +l. l.f.l .
52 4) s a a)s\la a4 s\a 4

10.85. a) P(A)=é , b) P(B):%—. Wskazowka Przestrzen € jest zbiorem liczb trzycyfrowych o réznych

~
—

N

cyfrach, wigc Q=98.7. a) Liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 5, gdy cyfra jednosci jest 5, a pozo-
stale cyfry sa ze zbioru {1, 2, 3,4, 6,7, 8,9}. Zatem j=8-7-1.

b) Liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 4, gdy ostatnie dwie cyfry tej liczby tworza liczbg podzielna
przez 4, czyli naleza do zbioru {12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52, 56, 64, 68, 72, 76, 84, 92, 96}. Tych liczb
dwucyfrowych jest 16. Zatem B=16-7, poniewaz cyfra setek jest jedna z siedmiu pozostatych cyfr.

10.86. P(A):—l%. Hikazouka, ©=10-10-10. W liczbie trzycyfrowej cyfra setek nie moze by¢ zero, wige
4=9-10-10. 10.87. P(A)=%. Hikazowia ©=9-10-10, 4=9-10-5.

10.88. Szanse wyjscia po bulki sa dla kazdego

studenta takie same. MW Auzdwha Wyniki losowania 1 /\3 .
4 4 losuje pierwszy student
oznaczamy literami: W — karta z litera W, K — karta

. W ....... K ________________________________
pusta | 5
Niech 4, B, C, D oznaczaja odpowiednio zdarzenia, 3 3 losuje drugi student
#e studenci losujacy jako pierwszy, drugi, trzeci W K -mommmmmmmoreosmmsmmmsmnene e
i czwarty wylosuja kartke z litera . Wtedy: 1 1 )
: 31 1 391 1 2 2 losuje trzeci student
P(4)=—, P(B)=—===, P(C)==—— =—, - W )
()4 ()434 ()4324
1 ,
P(D)=E-E-—1—-1 l Zatem P(4)=P(B)=P(C)=P(D). \ losuje czwarty student
432 4 W
4 1

10.89. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej za 5 5
pierwszym razem jest réwne prawdopodobiefistwu wyloso- b ee- o ,_’f’f‘ff‘ff’_"_"‘f_
wania kuli bialej za czwartym razem. 3 1 plerwsze kul
it vhazowka Oznaczamy: zdarzenie 4 — wylosowano kulg 4 4 1
biala za pierwszym razem, zdarzenie B — wylosowano kulg ~ ---b -----¢------b --------eo- p S—::;m;
biala za czwartym razem, b — wylosowanie kuli biatej, 2 / \ 1 \1 \1
¢ — wylosowanie kuli czamnej. 3 3 ,

losowanie

S U, U N s

Mamy F(A}=§4, ] /\1 trzeciej kuli
2 5 1 1 1
4321 431 41 1 4 2 2 _

—_— o —_ 1 l=—=. I
&) 533275375 B e iy

czwartef kuli
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10.90. P(A)=%. Hikhaziwka. Wygramy dokladnie % 3 %
1000 zt (W), gdy kupimy jeden los wygrywajacy calg 10
stawkg 1 jeden los przegrywajacy (P) lub dwa losy wygry- 6 / N / \5
1 2 1 Py = 9
wajace po 500 zt (C). P(4)=—- é+i —+i —, ? ? 9 N
109 10 9 10 9 P P
10.91. P(A):—;— . Hskazowka. Wyniki losowania %/ 3 %
oznaczamy literami: W — wylosowanie losu wygrywajacego, w Pu N
P — wylosowanie losu przegrywajacego, 1 2
L~ Wylosowanie losu uprawniajacego do ponownego losowania. 11/ N
pA)y=2 31,3 21,3211 WP L
12 1211 121110 12 1110 9° 1 1
10 LI
10.92. Prawdopodobienstwa wylosowania nie sg takie same. w P 10 L
Ji skazowka. Przyjmujemy oznaczenia: 0 — los pusty, I — los wygrywajacy, ] 8
zdarzenie 4, — gracz w loterii I wylosowat co najmniej jeden los wygrywajacy, 9 9
zdarzenie 4, — gracz w loterii Il wylosowat co najmniej jeden los wygrywajacy. W P
Loteria I Loteria II
9 2 12 4
12 12 I etap 16 16 I etap
11/\11 11/\11 iI etap /\15 /\15 It etap
R e 0---1- S P R 0--1-
9 8 5 12 11_ 9
y PA)=- = P 5720
10.93. Bronek bgdzie wynosit $mieci Bronek nie tak czgsto jak 3 2
Franek. /ivkuzowia. Przebieg do§wiadczenia losowego opisuje- 3 > wybiera Franek
my drzewem i1 wyniki losowania oznaczamy literami: A Koo
A — wybranie z talii kart asa, K — wybranie z talii kart kréla, % /\% wybiera Bronck
Przyjmujemy oznaczenia: c A e K mmmmmmmmmemm
zdarzenie F — Franek wyrzuca $miect, 1 Az
3 3 hiera Franek
zdarzenie B — Bronek wyrzuca $mieci, otrzymujemy y 3 vybiera frane
.A ______ K _____________
5 543 5 s 4 543 5 1 wybiera Bronek
P(F)> P(B). K

10.94. Dojscie wedrowca do punktu B jest bardziej prawdopodobne. }Hvikuzowka. Oznaczamy przez Bi C
zdarzenia polegajace na tym, Ze wqdrowiec dotart odpowiednio do punktéw B i C.

Pl L1 L 1 5 10 L 11111 1.1 .3 9
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Odpowiedzi do zadan zamknigtych

Nrzad.| 1.|2.(3.|4.|5.| 6. 7. .|10.11. }12.|13. |14. (15.|16. |17.| 18.] 19.
Op. B([C|C|B|A|C|A|B|C|[C|D|C|B|B|B|A|/A|B|B

9
)

Nrzad.| 20.)21.|22.[23.|24.| 25.| 26.|27.|28.| 29. | 30. | 31. | 32. | 33. | 34. | 35. | 36. | 37.]| 38.
Odp. C|D/B|(B|D|D/B|C|C|/B|D|C|B|B|B|[(B|B|D|C

Nrzad.| 39.(40.|41.|42.|43.| 44.| 45.|46.|47.| 48.
Olp. | B|B|D|D|D|B|C|C|D|D

Wskazéwki do zadan zamknigtych

37. Wskazowha. P(B\A)=P(B-(4ANB))=P(B)-P(ANB), P(BU A)=P(A)+ P(B)-P(ANB), wigc
P(B)-P(AnB)=P(AUB)-P(4).

48. IVskazowka. Kazdy rowek moze byé wycigty na 3 sposoby, wiec cztery rowki w kluczu mozna wyciaé
na 3-3-3.3 sposoby.
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11. Przyktady arkuszy egzaminacyjnych

ARKUSZ 1.
(W zadaniach od 1 do 20 wskaz jednq odpowiedz poprawngq.)

. . 1 .
Zad. 1. (i pki) Srednia arytmetyczna trzech ulamkow jest réwna 3 Jesli dwoma utam-
C 2 .1 : : .
kami sposrod trzech sa 3 1 R to trzeci ulamek jest roOwny:
T N A |
) 5> ) 0> ) 307 ) 50

Zad. 2. (! ph) Liczba a=log,[log,(log,64)] jest réwna:

A) 0, B) 1, C) 3, D) 4.
Zad. 3. (! pkt) Jezeli 0,6 liczby x jest rowne 0,06, to liczba x jest rowna:
1 1
A) 100, B) 10, C) —, D) —.
) ) ) 10 ) 100

Zad. 4. (! pht) Jezeli a=0,(3), b=0,(31), czé, to:

A) a=b, B) a=c, C) a<b, D) b=c.

Zad. 5. (1 pkt) Kwadrat liczby V343 jest rowny:
A) 3, B) Y93, C) 343, D) V33 .

Zad. 6. (! *~1) Suma cyfr liczby 10*® +29 jest réwna:
A) 12, B) 19, C) 99, D) 117.

Zad. 7. (! pk1) Punkty Pi R sg symetryczne wzgledem poczatku ukladu wspoirzednych,
gdy:
A) P=(-1,2), R=(-1,-2), B) P=(1,-2), R=(1,2),
C) P=(1,2), R=(-1,2), D) P=(1,-2), R=(-1,2).

Zad. 8. (! pki) Ujemnych wyrazow ciagu okre$lonego wzorem a, = n* —2n-24 jest:
A) pig¢, B) szesc, C) siedem, D) dziesigC.
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Zad. 9. (| pkt) W klasie jest dwudziestu pigciu uczniéw. Nauczyciel ma zwyczaj losowa-
nia do odpowiedzi numeru ucznia z listy w dzienniku. Prawdopodobienstwo zdarzenia,
Ze ten sam uczen bgdzie odpowiadal na trzech kolejnych lekcjach jest réwne:

1 1 1
- B) — 4 D) —.
A) e ) 1’ C) 0,000064, ) 625

Zad. 10. (1 pkt) Punkty 4=(1,-2) i C=(4,2) sa dwoma wierzchotkami tréjkata row-

nobocznego ABC. Wysokos¢ tego trojkata jest rowna:

543 53 53 5V3
A) — B) —, C) —, D) —.
) 5 ) 3 ) o ) 9
Zad. 11. (1 pki) Wykres funkcji okreslonej wzorem f(x)=(x—3)*—2 nie ma punktow
wspolnych z prosta o rOwnaniu:
A) y=-3, B) y=-1, C) y=0, D) y=4.

Zad. 12. (! pkt) Drut o dlugosci 27 m pocigto na trzy czgsci, ktorych stosunek diugosci
jest rowny 2 : 3 : 4. Najdluzsza z tych czeSci ma dhugosé:

A) 4,5m, B) 6,75 m, C) 9m, D) 12m.
2
Zad.13. (1 phi) Jezeli L’;8=5 , 10 x jest rowne:
x_
A) 13, B) 7, C) 3, D) 1.

Zad. 14. (! pit) Jednym z pierwiastkéw rownania 3x—6=(x—2)x+6) jest liczba:
A) 6, B) 2, ) 12, D) 0.

Zad. 15. (i pkt) Prosta o rOwnaniu y=—3x+5 jest prostopadta do prostej o rownaniu:

A) y=—%—x+5, B) y=%x+2, C) y=3x+5, D) y=-3x-5.
Zad. 16. (! piit) W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym tangens jednego z katow
ostrych jest rowny:
1 V2 V3
A) —, B) —, O 1, D) —.
) 5 ) > ) ) =

Zad. 17. (! k1) Pole prostokata jest rowne polu potkola, ktérego srednica jest rowna 4
1jest ona dluzszym bokiem prostokata. Zatem dtugos¢ krotszego boku prostokata jest
rowna:

AL B ol D) 2
)2, ) 7, )4, ) 2x.
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Zad. 18. (] pkt) Jezeli érednia arytmetyczna pigciu liczb: £, 3, 10, S, 6 jest rOwna wartos$ci
modalnej, to liczba % jest rOwna:
A) 3, B) 5§, C) 6, D) 10.

Zad. 19. (! pkt) Jezeli wykres funkcji y = f(x) przesuniemy rownolegle do osi x o dwie
jednostki w prawo, to otrzymamy wykres funkcji:

A) y=f(x)+2, B) y=f(x-2), C) y=f(x)-2, D)y=f(x+2).

Zad. 20. (! pkt) Na planszy nalezy rozmiesci¢ cztery pionki w taki sposob,

aby w kazdej kolumnie znalazl si¢ jeden pionek, natomiast zadne dwa nie
byly w tym samym wierszu poziomym (przyklad przedstawiony jest na ry-
sunku obok). Mozliwych ustawten spetniajacych te warunki jest:

A) 64, B) 28, C) 16, D) 8.

Zad. 21. (: ;ii.t) Podaj liczbg odwrotna do liczby 2,1(3).
Zad. 22. (0 ph1) Podaj przyktad liczb m 1 k, speiniajacych warunek %< m<k <% :

Zad. 23. (_ pit) W ciagu arytmetycznym a, =5 1 g =11. Oblicz réznice i drugi wyraz
ciggu.
Zad. 24. (> piit)  Okrag o promieniu 5 cm przecigto prostg odlegla od srodka okregu

o 3 cm. Oblicz dlugos$é cieciwy, ktorej koncami sa punkty przecigeia si¢ prostej z okrg-
giem.

Zad. 25. (7 pt1 ) Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt 4=(2,1) i nachylo-
nej do osi x pod katem 60°.

Zad. 26. (> ki) Korzystajac z definicji logarytmu, oblicz x, gdy log, (log, x)=1.

Zad. 27. (2 pkt) Sklep kupuje serki kokosowo-czekoladowe po 2 zlote za sztuke, a sprze-
daje je po 3 zb. Zestawienie sprzedazy serkow w ciagu trzydziestu jeden dni podano
w tabeli ponize;j.

Liczba sprzedanych serkow 13 | 21 | 24 | 31 | 32
Liczba dni 2 8 11 3 7

a) Ustal dochéd, jaki osiggneli po tym czasie wlasciciele sklepu ze sprzedazy serkow.
b) Oblicz $rednia liczbe sprzedawanych dziennie serkow.
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Zad. 28. (° pht) Objetos¢ walca jest rowna 727 , a jego wysoko$¢ ma dtugosé 8. Oblicz
obwdd L podstawy tego walca.

Zad. 29. (i pki) O zdarzeniach A4 i1 B, nalezacych do przestrzeni €2, wiadomo zZe
P(AUB)=5P(ANnB) i P(B)=P(A"). Oblicz P(AUB).

Zad. 30. (¢ pkt) Bartek, roznoszac ulotki, w pierwszym miesiacu pracy zarobil 360 zi.
W kazdym nastgpnym miesiacu jego wynagrodzenie wzrastalo o stalg kwote, rowna 5%
wartosci zarobku, ktory otrzymal w pierwszym miesiacu swojej pracy.

a) Oblicz wynagrodzenie Bartka, ktore otrzymal za siddmy miesiac pracy.
b) Ile zlotych zarobil Bartek w okresie jednego roku? B

Zad 31. (5 pkt) Narysunku obok przedstawiono
trojkat ABC. Wykorzystujac dane na rysunku,
oblicz obwod L tego trojkata. Wynik podaj w
zaokragleniu do dwdoch miejsc po przecinku.

h=8cm

D C y,

Odpowiedzi i wskazéwki do zadarn zamknietych — Arkusz 1.

b

Nrzad.| 1. | 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 10. | 11. | 12.| 13.
Odp. | C | A C B A A D A C A A D D

Nrzad.| 14.| 15.| 16.| 17.| 18.| 19.| 20.
Odp. | B | B C A C B C

Skrdocony schemat punktowania zadan otwartych — Arkusz 1.

Przy kazdym zadaniu podano propozycjg¢ modelu odpowiedzi i schemat oceniania,
czyli punktacj¢ za poszczegOlne etapy rozwiazania. Za kazde poprawne rozwigzanie inna
metoda zdajacy otrzymuje tg¢ sama liczbe punktdw.

Nr zad. | Zdajacy: Punkty
21 1° zamieni liczbeg 2,1(3) na ulamek zwykly, 1
Dok 15
(Z i) 2° poda liczbg odwrotna. (3—2) 1
2) 1° rozszerzy utamki % i % do utamkoéw o mianowniku 48, {
(k) o 14 | 15
' 2° poda dwie liczby np. — 1 —. 1
poda dwie liczby np m i T
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23 1° obliczy roznicg r (ag—a; =3r i 3r=6), (r=2)
(2 pkt) | 2° obliczy wyraz a,. (a;=3)
24 1° sporzadzi rysunek,
(2 pki)
x 2
2° skorzysta z twierdzenia Pitagorasa i rozwiaze (5) +3% =5 réwnanie x*=64.
(x=8)
25 1° zapisze rownanie prostej y=+3x+b,
(k) | 2° obliczy warto$¢é b i zapisze rownanie proste;j. (y=3x+1-243)
26 1° zauwazy, ze log,x=2',
(2 phi) 2° obliczy x. (x=9)
27 1° obliczy doché6d wiascicieli sklepu po 31 dniach, (775 zb)
(2 1)) | 2° obliczy srednig liczbg sprzedawanych dziennie serkow. (x=25)
28 1° zauwazy, ze 8ar° =72n iobliczy 7, (r=3)
(2 pki) | 2° obliczy obwdd L podstawy walca (277 =67 ). (L=6m)
79 1° zauwazy, ze P(4'}=1-P(4),
(i ptt) | 2° zapisze rowno$é P(AUB)= P(A)+1—P(A)—%P(A U B),
3° obliczy P(AuwB). (P(AuB)=%)
1° zauwazy, ze kwoty zarobkéw Bartka w poszczegolnych miesiacach tworza ciag
30 arytmetyczny (a, ), w ktérym a, =360 i roznica r jest rtéwna 5% liczby 360,
(QEEND) (r=18)
2° napisze wzOr na -ty wyraz i obliczy siédmy wyraz ciagu, (a, =468)
3° obliczy sum¢ dwunastu wyrazow tego ciagu. (S, =5508)
31 1° obliczy dhugos¢ boku BC, (|BC| =812 cm)
Gy 2° obliczy dtugosé¢ boku 4B, (|4B|=13,95 cm)
3° obliczy diugoé¢ odcinka DC, (|DC|=1,41 cm)
4° obliczy dtugo$¢ odcinka 4D, (|4D|=11,42 cm)

5° obliczy dlugos¢ boku AC i obwod L trojkata ABC.
(J4C|=10,01cm, L=32,08cm)
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ARKUSZ 2.
(W zadaniach od 1 do 20 wskaz jednq odpowiedZ poprawnq.)

Zad. 1. (! pkt) Jezeli p=2°-3*, to liczba 12p jest rowna:
A) 2%.3°, B) 2%.3%, C) 2°.3°, D) 2°%.3%.

Zad. 2. (! pht) Jezeli resztami z dzielenia liczb 17, 27, 28 przez liczbg n s3 odpowiednio
liczby 8, 0, 1, to liczba n jest rOwna:
A) 9, B) 8, C) 7, D) 3.

Zad. 3. (i pk1) Jezeli liczby a, b, ¢ sa réznymi liczbami z zbioru {2, 3, 5}, to mozliwie
najwieksza warto$cia wyrazenia (a—b)-c jest liczba:
A) 13, B) 9, Q) 5, D) 4.

Zad. 4. (! pki) W sklepiku szkolnym jest woda z sokiem zmieszana w stosunku 1 : 1.

Ze szklanki odlano 1 mieszaniny i dolano do pelna wody. Po dolaniu wody, soku

w szklance bylo:

A) 66,5%, B) 75%, ) 37,5%, D) 50%.
Zad. 5. (i nht) Jezeli atb =2 , to warto$¢ wyrazenia 10a+105 jest rowna:
x-y 5 9x—-9y
REL . o 10 o 2
) 27 k4 ) 3 ] ) 9 b ) 3 *
Zad. 6. (! pkt) Przedzial (—2;+0) jest dziedzing funkcji:
1 2 1
A x)=———, B x)= , C X)=—", D) y=+vx+2.
) fW=m=, B 0=, O f()=—. D) y=Vx+2

Zad.7.(i r+1) Piotr ma 90 zt, a Marek ma o 3 wiecej od Piotra. Zatem Piotr ma mniej od

Marka o:

A) 33%%, B) 30%, C) 25%, D) 20%.
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Zad. 8. (1 pkt) Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji y= f(x). Wykresem funkcji
g(x)=—f(x)+2 jest:

Zad. 9. (| pkt) Jezeli 3x—-2y=51 x+2y=3, to:

A) 2x—4y=5, B) 2x—-4y=2, C) 4x=-3, D) -8y =10.

... 3 3 C , : . :
Zad. 10. (I pkt) Jezeli — = , to pierwiastki tego réwnania naleza do zbioru:
x°=12 3x-2
2
A) {21, B) {-2v3,2v3}, ©) {-2,5}, D) {5}
YA

Zad. 11. (! pkt) Jezeli wykresy funkcji wykladniczych /

sg takie jak na rysunku obok, to: y=a // y=b"

A)a>1,b>0,  B)a>l,0<b<l, ) ﬁ\
- X

C) 0<ax<l, b>1, D)O<ax<l, 0<b<l.

Zad. 12. (i pkt) Wazor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkty 4 i B,
takie ze 4=(-3,0) i B=(0,4), ma postaé:

4
N y=-Tx+d, By=tx-d,  Oy=-3x,  D)y=txs,
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Zad.13. (! pkt) Liczba 71 jest mediana zestawu pigciu kolejnych liczb nieparzystych.
Suma tych pigciu liczb jest rowna:
A) 213, B) 353, C) 354, D) 355.

Zad. 14. (i pht) Jezeli w ciagu arytmetycznym (a,) pierwszy wyraz jest rowny -3,
a dziesiaty wyraz jest rowny 30, to suma dziesigciu poczatkowych wyrazow tego ciagu
jest rOwna:

27
A) S B) 135, C) 165, D) 270.

Zad. 15. (1 px1) W pudetku jest tyle piteczek, ile jest liczb dwucyfrowych. Na kazdej
piteczce napisano jedng z tych liczb. Wylosowano jedng piteczkg. Prawdopodobiefistwo

zdarzenia, Ze jest na niej liczba, ktorej obie cyfry s liczbami parzystymi, jest roOwne:

A) %, B) %, C) 0,2(1), D) 0,0(4).

Zad. 16. (I pit)  Suma kwadratdw dlugosci trzech bokéw trojkata prostokatnego jest
rowna 72. Zatem przeciwprostokatna ma dhugos¢:

A) 5, B) 6, C) 24, D) 36.
Zad. 17. (i pLy) Jezeli sinaz—:/_ii,to warto$¢ wyrazenia sin’ « +cos’ & jest réowna:
V3+42
A) 0, B) ——, O V7(¥V2++3), D) 1.

7
Zad. 18. (! pk1)  Jezeli w ostrostupie prawidlowym czworokatnym wszystkie krawedzie

maja dhugosc¢ 5, to kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy jest rowny:
A) 15°, B) 30°, C) 45°, D) 60°.

Zad. 19. (I pk1) Jezeli pole powierzchni catkowitej szescianu jest rowne 96 cm?, to jego
objetos¢ jest roOwna:;
A) 16cm’, B) 64cm’, C) 32cm’, D) 48cm’.

Zad. 20. (! pi1) Liczby 2, x+4, 18 sa kolejnymi wyrazami rosngcego ciaggu geome-
trycznego, gdy liczba x jest rOwna:
A) -10, B) 2, C) 4, D) 6.

Zad. 21. (2 pit.) Wspolczynnik kierunkowy funkcji liniowej jest rOwny —2, a liczba 4 jest
miejscem zerowym funkcji. Napisz wzor tej funkc;ji.

Zad. 22. (Z nk1)) Kat a jest katem ostrym w trojkacie prostokatnym. Oblicz wartos§¢
wyrazenia sin +cosco , gdy tgo =§ .
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Zad. 23. (2 pki) Na diagramie shupkowym przedstawio- § 3
no wyniki sprawdzianu z matematyki. Oblicz; ~'§ Z—”I’"
a) Srednia arytmetyczng ocen, = ;'
b) procent liczby ucznidw, ktérzy otrzymali ocene mniej- f """" i
sz od $redniej arytmetycznej tych ocen. T

ocena

Zad. 24. (> pht) Wykaz, ze okregi o réwnaniach x* + 3> =11 (x—3) + y* =4 sa styczne.

Zad. 25. (2 pkt) Drzewo obok ilustruje prze- / \
bieg doswiadczenia rzutu moneta do chwili
uzyskania orla, ale nie wigcej niz 3 razy. / \
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A4, ze
. O — orzel,
na monecie wypadt orzetl.

R —reszka.

Zad. 26. (> pht) Rozwiaz nierownoéé x* <9 i podaj wszystkie liczby naturalne, ktore ja
spetniaja.

n+10
n+2

Zad. 27. (2 pkt) Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, =
a) Oblicz dwudziesty wyraz ciagu (a, ).

b) Ktory wyraz ciagu (a, ) jest rOwny %?

Zad. 28. (1 ph1) Robotnik rozpoczyna pracg o godzinie 8°°. Wydajnos¢ jego pracy jest
funkcja przepracowanej liczby godzin i jest okre$lona wzorem W (t)= —%tz +§t+3,

gdzie te (0; 8) . Sporzadz wykres funkcji W i podaj, o ktérej godzinie robotnik pracuje

najwydajnie;j.
G,
Zad. 29. (: pkt) Podstawg graniastostupa prawidlowego y |
(rysunek obok) jest trojkat réwnoboczny ABC o boku 5 1 | B,
cm. Oblicz pole trojkata ABC,, wiedzac ze wysokos¢ gra- | i
niastoshupa jest rowna 12 cm. Wynik zaokraglij do dwoch | /91\

miejsc po przecinku. A ——p



11. Przyktady arkuszy egzaminacyjnych

235

Zad. 30. (6 pkt.) Punkty 4, B, C, takie ze A=(-4,1), B=(1,6), C=(8,-3), sa kolejny-
mi wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.
a) Wyznacz wspolrzedne punktu S, ktory jest srodkiem symetrii tego rownolegtoboku.
b) Wyznacz wspotrzedne wierzcholka D réwnolegloboku ABCD.
¢) Uzasadnij, ze trojkat ASB jest przystajacy do trojkata CSD.

Odpowiedzi i wskazéwki do zadan zamknietych — Arkusz 2.

15. H'shazovka. Przyjmujemy, ze zero jest liczbg parzysta.

Nrzad.| 1. | 2. 3. 4. 3. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12.| 13.
Odp. | C | A B C D D C B B C C D D
Nrzad.| 14.| 15.| 16.| 17.) 18.| 19.| 20.
Odp. | B | A B D C B B

Skrocony schemat punktowania zadan otwartych - Arkusz 2.

Nr zad. | Zdajgcy: Punkty
21 1° zapisze wzor funkcji y=-2x+b, 1
C k) 2° obliczy warto$¢ b z rownania 0=-2-4+b (b=8)
i napisze wzor funkcji. (y=-2x+8) 1
22 1° narysuje trojkat prostokatny i przyjmie oznaczenia,
c
(2 pkt) gdzie a=4 i b=3, a nastepnie obliczy c¢=v9* +4?, g
(c=5) 1
. 2 o B a b ; 7
2° obliczy warto§¢ wyrazenia sin@ +coso=—+—. (sina+cosa = 3 ) 1
e e
23 1° obliczy $rednig arytmetyczng ocen, (x=3,56) 1
2kt 2° obliczy procent liczby uczniéw, ktorzy uzyskali ocene mniejsza od $redniej. (48%) 1
( L )
24 1° obliczy érodki S, i S, okrggow ($,=(0,0), S,=(3,0))
C pht) oraz ich promienie # 1 r,, (rn=1,nr=2) 1
2° obliczy odlegtos¢ |S,S,| i sprawdzi, ze |S,S,|=# +7r,. (s:S,1=3)| 1
25 1° zauwazy, ze zdarzeniu A sprzyjaja zdarzenia elementarne; w pierwszym
C pit) lub drugim, lub trzecim rzucie wypadt orzet, 1

. 1 11 111 7
2° obl PA)=—+——+——— : P(4)=—
obliczy P(d)=_+2 -2+ (P(4)=2)
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26 1° poda miejsca zerowe funkcji kwadratowej y =x* ~9 oraz rozwiaze nierdwnosé
kwadratowa, (xe{(-3;3)) 1
.
(2 pkt) 2° poda liczby naturalne nalezace do zbioru rozwiazan nieréwnosci. ({0, 1, 2, 3}) 1
27 | 1° obliczy wyraz dwudziesty ciagu (a,), (ay = 1—’15_) I
(2 pRt) | 2° zapisze réwnanie wymierne n+120 =%, gdy ne N*, i rozwiaze je.
(wyraz czternasty) 1
28 1° sporzadzi wykres funkcji W,
1ok ktorej dziedzing jest zbidr liczb
(4 pke) nalezacych do przedziatu (0;8),
orTy3EsEeTs y | 2
2° stwierdzi i uzasadni, ze najwydajniej pracuje w piatej godzinie pracy, czyli
o godzinie 13% (W, =W(05)| 2
29 1° zauwazy, ze |AC,||=|BC/], 1
oL 2° obliczy dlugosé¢ przekatnej $ciany bocznej [4C |=v52 +122 , (4G |=13cm 1
(5 pkt) d ! 1
3° obliczy diugos$¢ wysokosci trojkata ABC,, (12,7573 ¢m) 2
i 1
4° obliczy pole trojkata ABC, . (P=31,89337...cm’, P=3189cm?)| 1
30 1° sporzadzi odpowiedni rysunek réwnolegloboku, 1
. 2° wyznaczy wspolrzedne $rodka S odcinka AC, ($=(2,-1)) 1
O pid.
(0 pkt) 3° wyznaczy wspoirzedne wierzchotka D, (D=(3,-8)) 2
4° uzasadni, ze |4S5|=|SC| i |BS|=|SD|, 1
stosujac odpowiednia ceche przystawania trojkatow. (bkb) 1

Zad. 1. (I pkt) Liczb dwucyfrowych mniejszych od 60 i podzielnych przez 5 lub 20 jest:

ARKUSZ 3.
(W zadaniach od 1 do 20 wskaz jednq odpowied? poprawng.)

D) 8.

A) 11,

B) 10,

C) 12,

Zad. 2. (! pkt) Zbiorem liczb, ktorych odleglo$é na osi liczbowej od liczby 2 jest nie
mniejsza niz 3 jest:
A) (-53), B} (e -Du(5;+),

C) (—oos—1yU(5;+e2), D) (-13).
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Zad. 3. (1 pk0) Liczba a, gdzie a=(3%-97°):277, jest réwna:
1 2 -2
A) 5, B) 32, C) 372, D) 27.

Zad. 4. (1 pkt) Prosta o rOwnaniu 2x+my—1=0 jest rownolegla do osi rzednych y, gdy
m jest rowne:

A) 1, B) 0, O -1, D) 2.
: YA
Zad. 5. (1 pkt) Na rysunku obok przedstawiono fragment wykre- @ : | 1 0 |
su funkcji kwadratowe;j f, gdy x€ R . Osia symetrii wykresu funk- , );/ 4 ..
cji kwadratowej jest prosta o rownaniu x =2 . Zbiorem rozwia- ‘ b L 4
zan nierownosci f(x)>0 jest przedziat: 1 3 , %

A) (04, B(©3), O(4, D)(©5).

Zad. 6. (1 pkt) Jezeli bilet PKP ze znizka 37% kosztuje 47,25 zl, to za bilet bez znizki
zaplacono:
A) 27,75 zi, B) 102,75 zi, C) 75 zi, D) 63zt

Zad. 7. (1 pk) Jezeli kat & jestostry i tga=0,5, to:

A) o >45°, B) o <30°, O) a=60°, D) o >60°.
Zad. 8. (! pkt) Liczba log28-x/§ jest rOwna:
3 1 1
A) —, B) 3—, C) 3, D) <.
)3 ) 3 ) ) 5

Zad. 9. (1 pkt) Jezeli coso =§ i 0°<a<90°, to:

b}

A) sina=% 1 tga=4, B) sin0£={;i itga=

Bjws|w

C) sina:% itga=4, D) sina=% itgo=

Zad. 10. (1 pkt) Dlugo$é jednej z przekatnych rombu jest rowna diugosci jego boku a.
Pole rombu jest rOwne:

2 2 /3
“f, B) 24243, (:)“2 ,

A) D) a%V3.

Zad. 11. (1 pkt) Suma miar kata wpisanego 1 kata srodkowego opartego na tym samym
hiku jest rowna 150°. Kat srodkowy ma miare:

A) 75°, B) 50°, C) 100°, D) 68°.
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Zad. 12. (1 pkt) Liczba pierwiastkéw rownania 2x> =—16 jest réwna:
A) 0, B) 1, 0 3, D) 2.

Zad.13. (I pkt) Punkt 4=(l,2) nalezy do wykresu funkcji okreslonej wzorem
f(x)=x*=2x+3m+1, gdy m jest rtéwne:
2 2
A) 1, B) —, C) 0, D) ——.
) ) 3 ) ) 3
Zad. 14. (1 pkt) Jezeli liczby 1,5, x—11 sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego, to x jest rowne:

A) 4, B) 11, O) 20, D) 25.

Zad. 15. (! pkt) Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest rOwny 4, a czwarty wyraz tego
ciagu jest rowny —2. Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny:

A) 16, B) -16, 0 8, D) -8.

Zad. 16. (1 pk) Mediang danych przedstawionych
w tabeli obok jest:
A) 0, B) 0,5, O 1, D) 5.

Warto$é O(1¢121|3
Liczebno§¢ | 3 | 2 | 1 1

Zad. 17. (1 pkt) Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8} wybieramy losowo jedna liczbg.
Jezeli liczba p jest prawdopodobienistwem wylosowania liczby podzielnej przez 3, to:

1
A) p<03, B) p=0,3, (0} p=%, D)p>§.
Zad. 18. (i pkt) Prostokat przedstawiony na rysunku obok obraca sig b
0 360° wokot boku a. Powstata w wyniku obrotu bryta ma objgtos¢:

A) mab®, B) a%b, C) na’b?, D) 2mab’.

Zad. 19. (! pkt) Jezeli podstawa prostopadloscianu jest kwadrat o boku 1, a wysokos¢
prostopadto$cianu ma dhugo$é 7+/2 , to cosinus kata nachylenia przekatnej prostopadto-
$cianu do plaszczyzny podstawy jest rOwny:

2 1 1 V2
A) =2, B) —, C) —, D) —.
) 7 ) 5 ) 10 ) 10
Zad. 20. (1 pkt) Rownanie okregu o $rodku S =(—2,0) i $rednicy 6 ma postaé:
A) (x+2) +y*=9, B) (x-2)V+y*=9,
C) (x+2) +y*=36, D) (x+2Y +y?=+6.
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2
Zad. 21. (2 pkt)) Z pudelka dtugopisow Marta zabrata 35 jego zawartosci. Natomiast
Kasia wzigla 26 sztuk, czyli % pozostalych dlugopisow.
a) lle dlugopisow zabrata Marta?
b) Ile dlugopisé6w bylo w pudetku?

Zad. 22. (2 pkt) Rozwiaz rownanie 3x’ —2x> —6x+4=0.

Zad. 23. (2 pkt) Wiedzac ze dla kata ostrego a w trdjkacie prostokatnym

: 23 : ‘s e
coso +sinQ = ER oblicz warto$¢ wyrazenia sino -cosa .

Zad. 24. (2 pkt.) Ania w ciagu semestru otrzy- Oceny | Wagi
mata stopnie z odpowiednimi wagami (tabe- Klasowki 3,4 | 4
la obok). Oblicz $rednia wazong ocen Ani. Sprawdziany 5,4 3
Jaka oceng semestralna powinna otrzymac Prace dlugoterminowe | 2,6 | 2
Ania?

Zad. 25. (2 pkt) Dla jakiego argumentu x warto$¢ funkcji y=3" jest rowna liczbie
32.3%.3%.3129

Zad. 26. (2 pkt.) Punkty 4=(-1,4), B=(5,-2), C=(7,2) sakolejnymi wierzchotka-
mi rownolegloboku 4BCD. Oblicz wspoitrzedne wierzchotka D tego rownolegltoboku.

Zad. 27. (4 pkt.) Dwie figury sa do siebie podobne w skali £ réwnej 5. Suma ich pdl jest
réwna 520 cm?. Oblicz pole kazdej z tych figur.

Zad. 28. (4 pkt) Kwote 10 000 zt ztoZzono na roczna lokatg terminowa o statym oprocen-
towaniu p%. Po roku od dochodu z lokaty zaptacono 18% podatku 1 okazalo si¢, ze na
koncie lokaty jest 10 574 zl. Oblicz oprocentowanie p lokaty.

Zad. 29. (5 pkt.) Szescian o krawegdzi dlugosci 10 cm przecigto plaszczyzng przechodza-
ca przez przekatna podstawy i nachylona do niej pod katem 50°. Uzasadnij, Zze przekrdj
jest tréjkatem i oblicz pole przekroju. Wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 cm? .

Zad. 30. (5 pkt.) Ciag (a,) jest ciagiem liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych
przez 7.
a) Podaj wyraz pierwszy g, 1 wyraz ostatni a, tego ciagu.
b) Oblicz liczbe elementéw ciagu (a, ).
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Odpowiedzi i wskazéwki do zadarh zamknietych — Arkusz 3.

7. Wskazon

\ ~
_\/E 1 i \\\
1 V3 3 _T oy
k. §<T’ wigc a <30° (rysunek obok). \ A, m&r‘\

Nrzad.| 1. | 2. 3. 4. 3. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12. | 13.
Odp. | B | C D B A C B B B C C B B
Nrzad.| 14.| 15.| 16.| 17.| 18.| 19.| 20.

Odp. | C | A C A A D A [ -

Skrécony schemat punktowania zadan otwartych — Arkusz 3.

Nr zad. | Zdajacy: Punkty
21 1° zauwazy, ze gdy Marta zabrata %x (gdzie x to liczba dlugopiséw),
2 pkt) to Kasi pozostato 3% 1
2° rozwiazZe rdwnanie %x =26. (x=65) 1
22 1° doprowadzi do postaci iloczynu czynnikow (3x— 2)(x2 - 2)= 0, 1
(2 pkt)) | 2° poprawnie rozwiaze réwnania 3x—2=0 oraz x2-2=0.
(x,=%, x,==v2, x,=2) 1
23 1° podniesie do kwadratu obie strony réwnosci cosa +sinQ =¥,
5
(2 pkt) (cos’ o+ 2sinacosa +sin’ o =§) 1
2° zauwazy, ze sin‘a+cos’a =1 i obliczy wartoéé wyrazenia sinacosa . (%) 1
24 1° obliczy $rednia wazona stosujac wzor x, = L Sl
( pit) ky+ky+...+kg
= 155 gdzie k to wagi ocen, (%, =3.9(4))| 1
2° oszacuje oceng Ani. (dobry) 1
25 1° obliczy warto$¢ liczby 37-3%-3%.3'%. 3| 1
(2 pkt) | 2° obliczy x z réwnosci 3* =3%. (x=25)| 1
26 1° obliczy $rodek S przekatnej AC réwnolegloboku, (5=(3,3)) 1
2 ki) 2° korzystajac z wlasnosci, ze przekatne rownolegloboku dziela si¢ na polowy,
obliczy wspéirzedne x i y wierzchotka D réwnolegloboku z rownan
x;5=3in"2=3. (D=(1,8))| 1
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27 1° okresli stosunek odpowiednich pol, (% =5%) 1
2
(4 pht) 2° ulozy uklad réwnan spelniajacych warunki zadania, A _ 25
(1A )1
P +P,=520
3° rozwiaze uktad réwnan i poda odpowiedz. (B =500cm?, B, =20cm?)| 2
28 1° obliczy odsetki po roku od 10000 zk: %-10000, (100p)| 1
(4 pkt.) | 2° obliczy podatek zaptacony od odsetek: 0,18-100p, (18p) 1
3° zauwazy, ze 574 zl to réznica migdzy odsetkami i zaplaconym podatkiem,
(100p-18p) 1
4° napisze réwnanie 82p =574 i obliczy oprocentowanie p. (p=7%) 1
29 1° wykona rysunek i przyjmie oznaczenia, D, ' 7 Ci
(5 pht) A, E % G
] 7, v h
1 ’,
) 4
10 A A
Dxc-=150°-,)C
/’_’, - —0- §
gles
10 2 .
2° uzasadni, ze przekréj jest trojkatem rownoramiennym DBG o podstawie
10v2 cm i wierzchotku G. Tangens kata 50° Jjest mniejszy od tangensa kata
nachylenia przekroju szeScianu plaszczyzng przechodzaca przez przekatng
.. 10
odstawy BD 1 wierzcholek C,, tg50°<—— 2
podstawy 1 (tg Vol
3° obliczy wysokos¢ A trojkata DBG korzystajac z definicji 5
cosinusa kata w trojkacie prostokatnym OBG, (h= > 5200 ) 1
cos
4° obliczy pole P przekroju i wynik poda z doktadnoscia do 0,1 cm?.
(P= >0 =778cm?)| 1
cos50°
30 1° zauwazy, ze a; =105, 1
(S pkt) 2° zauwazy, ze a, =994, 1
3° ustali, Ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, w ktérym r=7, 1
4° zapisze rownanie postaci 994 =105+(n-1)-7, 1
5° obliczy n. (n=128) 1
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ARKUSZ 4.
(W zadaniach od 1. do 20. wskaz jednq odpowiedz poprawnq.)

Zad. 1. (! pkt) Liczba 4v2+2 zapisana w postaci potegi 2 to:

1

2L 23 ) ,
A) 22, B) 24, o) 22, D) 2°.

Zad. 2. (1 pkt) Btad bezwzgledny przyblizenia 22,7 =23 jest réwny:
A) 03, B) 0,3, C) 0,7, D) -0,7.

Zad. 3. (1 pk) Warto$é ujemna dla kazdej liczby rzeczywistej x ma wyrazenie:

A) |x-1, B) —[|x* -1, C) —jx*+1, D) -|4-x7|.
. x2-4 )
Zad. 4. (1 pkt) Jezeli =19, to x jest roOwne:
x+2

A) 37, B) 27, O) 21, D) 12.

Zad. 5. (| pkt) Odwrotnoéé liczby /3 —1 jest réwna:
1 1
A) 1-43, B) V3 +1, C) —=, D) —(vV3+1).
) 1-43 ) ) TTH ) - (3+1)

Zad. 6. (1 pk0) Jezeli P(x)=x+2, O(x)=x*-1, R(x)=x+2mx*-x-2,1to0
P(x)-O(x)=R(x), gdy m jest rOwne:
A) -1, B) 1, C) 2, D) 2.

Zad. 7. (1 pkt) Wszystkich liczb catkowitych spemiajacych nierowno$é x> <10 jest:
A) trzy, B) szes¢, C) siedem, D) dziewigc.

Zad. 8. (1 pkt) Cena akcji w ciagu dnia zmalata o 60%. Cena akcji na poczatku dnia to:

A) 40% ceny koncowej akcji, B) 250% ceny koncowej akcji,
C) 60% ceny koncowej akcji, D) 20% ceny koncowej akcji.

Zad. 9. (! pkt) Na rysunku obok przedstawiono wy- N ;——f-—gx)
kresy funkcji /i g. Rozwiazaniem nierownosci po- S
dwojnej 0< g(x)< f(x) jest zbiér liczb nalezacych /2 0
do przedziatu: ; 5
A) (-3-1), B)(0:6), ©) (36), D)(0:3).
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Zad. 10. (! pkt) Jesli 0°<a<90°, to wyrazenie (sino—1Xsina +1) jest rowne:
A) cos’ex, B) 1-cos’a, C) 1-sin’a, D) —cos’cx.

Zad. 11. (1 pkt) Jezeli kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD sa punkty A=(3,4)
i B=(5,0), to pole kwadratu jest rowne:
A) 445, B) 20, C) 85, D) 16+5.

Zad. 12. (1 pkt) Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, ktérego bok ma
dlugos¢ 6. Pole powierzchni bocznej tego stozka jest rowne:

A) 187, B) 183, C) 1873, D) 97+/3 .
Zad.13. (! pkt) Jezeli wspoélczynnik kierunkowy pro- Y4 B
3,4
stej AB (rysunek obok) jest rowny %, to rzgdna y G.4)
punktu 4 jest rowna: / >
A) 2 B) -2 0) 1 D) 1 / ’ ’
’ » 2 s 2 . /(_3 y)

Zad. 14. (1 pkt) Wspolczynnik kierunkowy prostej 4B, gdzie 4=(-3,4), B=(1,2), jest
rowny: |
1
A) 2, B) -2, C) —, D)y ——.
) ) ) > ) 5

Zad. 15. (1 pkt) Jezeli kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego sa llczby 2,7,12,.
to wyrazem tego ciggu nie moze by¢ liczba:
A) 252, B) 350, C) 357, D) 502.

Zad. 16. (I pkt) Garderoba lalki Marysi sktada si¢ z pieciu bluzek, dwdch par butow
i pewnej liczby spodni. Marysia wyliczyla, ze swoja lalkg¢ moze ubra¢ na 40 sposobow.
Wynika z tego, ze liczba spodni byla réwna:

A) 2, B) 5, O) 4, D) 10.

Zad. 17. (I pkt) Pewnego dnia w klasie liczacej 11 dziewczat i 15 chlopcéw nieobecny
byl jeden chlopiec 1 jedna dziewczyna. Nauczyciel wybrat losowo do odpowiedzi jedne-

go ucznia. Prawdopodobienstwo, ze bgdzie to dziewczyna jest rowne:

1 0 5 5
— B - il
A) 10° ) © 12° D) 13

, _ log, 27
Zad. 18. (i pkt) Liczba ———— jest rOwna:
327

log

1 1 1
A) = B) — O 2, D) ——.
) 5> ) & ) ) =5
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Zad. 19. (1 pkt) Mediana danych przedstawionych
obok w tabeli jest rowna:
A) 3, B) 3.5, O) 2, D) 6.

Wartos¢ |-1| 1 |3 | 4
Liczebno$é | 1 213 | 4

Zad. 20. (| pkt) Do pieciu danych: 1, 2, 3, 4, 5 dopisano taka szoOsta liczbe x, ze
mediana tych sze$ciu danych jest rOwna ich modzie. Ta liczba x jest:
A) 1, B) 2, O) 3, D) 5.

Zad. 21. (2 pkt.)) W legendzie mapy parku krajobrazowego podano 12km= % cm. Sek-

tor K na mapie jest kwadratem o boku 3 cm. Oblicz, ile hektardéw zajmuje sektor K
W rzeczywistosci.

Zad. 22. (2 pkt.) Wykaz, ze kwadrat liczby nieparzystej jest o 1 mniejszy od iloczynu
dwoch sasiednich liczb parzystych.

Zad. 23. (2 pkt.) Oblicz stosunek pola kota opisanego na trojkacie r6wnobocznym o bo-
ku a do pola kota wpisanego w ten trojkat.

Zad. 24. (2 pkt.) Nurek polaczony ling ze statkiem ptynie pod woda stalym torem. Lina
tworzy z tafla wody kat 60°. Oblicz, czy lina dlugosci 12 m wystarczy mu na zanurzenie
si¢ na glebokos¢ 10 m.

Zad. 25. (2 pkt) Oblicz, dla jakiego argumentu x warto$¢ funkcji okre$lonej wzorem
f(x)=

5 jest najwigksza 1 podaj ja.
x“+2x+4

Zad. 26. (2 pkt.) Napisz réwnania prostych / 1 £ oraz
wyznacz wspohrzgdne punktu ich przecigceia,
uwzgledniajac dane na rysunku obok.

Zad. 27. (4 pkt.) Oblicz wysokos¢ CD trojkata ABC,
gdy |4B|=6, |BC|=7, |CA|=5.

E %A
Zad. 28. (4 pki.) Na diagramie stupkowym przed- E y25 P
stawiono liczby opuszczonych dni przez uczniow E 20 {1
32-osobowej klasy w jednym tygodniu nauki. & 15
Oblicz mediang, srednia arytmetyczng i odchyle- 10 : ‘g
nie standardowe liczby opuszczonych dni. Wy- 3 : ; r4_—_]
nik zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku. 0 1 2 %

liczba opuszczonych dni
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Zad. 29. (5 pkt) Sciana boczna w ostrostupie czworokatnym prawidfowym jest nachylo-
na do plaszczyzny podstawy pod katem 70°, a wysoko$¢ tej $ciany ma dtugosé 10 cm.
Oblicz pole powierzchni bocznej i objgtosé ostrostupa. Wynik zaokraglij do dwoch miejsc
po przecinku.

Zad. 30. (5 pkt) Nieskonczony ciag liczbowy (a,) jest okre§lony wzorem q, = 2—l ,

gdzie n=1,2,3,... 4
a) Oblicz, ile wyrazow ciagu (a, ) jest mniejszych od 1,975.
b) Dla pewnej liczby x trzywyrazowy ciag (a,, a,, x) jest arytmetyczny. Oblicz x.

Odpowiedzi i wskazéwki do zadan zamknietych — Arkusz 4.

Nrzad.| 1. | 2. 3. 4. S. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12.| 13.
Odp. | B | A C C D B C B C D B A C

Nrzad.| 14.| 15.| 16.| 17.| 18.| 19.| 20.
Odp. | D | B C C A A C

8. H'vkazowka. Niech: x — cena akcji rano, 0,4x — cena koncowa akgji.

x-100%
04x

20. Hskuzowka. Aby liczba x byla moda (dominanta), musi by¢ réwna jednej z danych
liczb. Przy ustawieniu szesciu liczb rosnaco, mediana jest rowna $redniej arytmetycznej
liczb stojacych na trzecim i czwartym miejscu.

0,4x stanowi 100%, a x stanowi a%, wiec a =

Skrécony schemat punktowania zadan otwartych — Arkusz 4.

Nr zad. | Zdajycy: Punkty
21 1° ulozy proporcje, aby obliczy¢ ich kilometrom w rzeczywistosci odpowiada
(2 pkt) 5 Ekrn to 12km
g cmna mapie , (x=10 km) 1
—cm to xkm
2° obliczy pole kwadratu i wynik przedstawi w hektarach, (P =100km?=10000 ha ) 1
22 1° zapisze réownosé (2n+1) =[2n-(2n+2)]+1, 1
(2 pki) | 2° zauwazy, ze (2n+1Y =4n>+4n+1 oraz 2n(2n+2)+1=4n*+4n+1. 1
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23 1° zauwazy, ze promien » kola wpisanego w trojkat rownoboczny jest rowny
(2 pke) %% , a promien R kola opisanego na tym trojkacie jest réwny %% ,
P P
2° obliczy stosunek pol —*=. -2 =4
zy pol - ( P, )
24 1° narysuje rysunek i przyjmie oznaczenia, W
2 phi) X 10
2° obliczy dlugos¢ przeciwprostokatnej x, oszacuje wynik i zapisze odpowiedzi.
(x=11,5mi x<12m)
25 1° zauwazy, ze warto$¢ funkcji fjest najwigksza, gdy warto$¢ tréjmianu
kwadratowego y=x’+2x+4 jest najmniejsza,
(2 pkt) 2° tréjmian kwadratowy y=x*+2x+4 ma najmniejsza warto$c,
-b . 2
gdy x, =5, czyli x, =—1. Wtedy y,..x =f(—1)=§.
26 1° napisze rownania prostej k i prostej /, (ky=x+3, LLy=5x)
o =x+3
(2 Phi) | 20 rozwiaze uklad réwnan {y ;f i poda wspbirzedne punktu P. (P=(%,$))
y=ox
1° narysuje trojkat ABC i przyjmie oznaczenia, C
27 ,
|
(+ pkt) !
'h
]
|
|
 6—x
4L x
) B
2° zauwazy, ze w trojkacie ADC wysokoéé h* =5 —x?,
a w trojkacie CDB wysokos¢ A2 =72 —(6—x),
3° zapisze rowno$¢ 25-x* =49—(6-x)’ i rozwiaze ja, a nastepnie
obliczy A. (x=1, h=26)
28 1° wyznaczy mediang m, liczb dni opuszczonych, (m,=0)
(* PhL) | 2° obliczy érednia arytmetyczng ¥ = 20'°+§2'1+ 42 (x=0,50)
3° obliczy odchylenie standardowe
—2 —\2 =2
o_=‘/20(0—x) +8(l3;x) +42-%) (6=071)
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29 1° wykona rysunek, przyjmie oznaczenia S
(5 pkt) i zauwazy, ze |OE|=%a,
C
g E 1
A = B
2° obliczy, korzystajac z funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym SOE,
dhugosé bokéw OE i SO : sin70° =ﬁ i cos70° =%a w, (h=9397, a=6,84) 2
w
3° obliczy pole powierzchni bocznej ostrostupa B, = 4-% , (P, =136,8cm?) |
4° obliczy objetosé ostrostupa ¥ = %—azh ) (V =146,55cm*) 1
30 1° rozwigze nierdwno$¢ 2—l <1,975, przeksztalcajac ja
n
(3 pkt) do postaci l>i, (n<40) 1
n 40

2° zauwazy, ze poniewaz n jest liczba naturalna, to wyrazow ciagu moze by¢ 39,

3° napisze réwnanie azz X a, , korzystajac ze zwiazku migdzy sasiednimi wyrazamg

ciagu arytmetycznego i wyznaczy x, (x=2a,-a,) 1
4° obliczy wyrazy a, i a,, wiedzac ze a,,=2—l, (a;,_:%, a7=$) 1
n
) i . 31
5° obliczy wartosé¢ x trzeciego wyrazu ciagu. (x= 1a ) 1
ARKUSZ 5.

(W zadaniach od 1. do 20. wskaz jednq odpowiedZ poprawngq.)

3

¥100
Zad. 1. (| pkt) Liczba log—————— jest rOwna:
(1 k) £0,1-410 *

1 1 1 5
A) 1—, B) ——, C) 1—, D) ——.
) > ) =5 ) 6 ) p
Zad. 2. (I pkt) Liczba a, taka ze =8 +0,2, jest rowna:
5
1 1 3 5
A) 8-, B) 2—, C) 8°, D) 2.
) r ) 5 ) ) 5
Zad. 3. (! pkt) Przedzial zaznaczony na osi [ —
liczbowej jest zbiorem rozwiazan nieréw- S A S

nosci;

A) |x+2|<3, B) [x-2|<3, C) x-3|<2, D) |x+3[<2.
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Zad. 4. (1 pkt) Do dziedziny funkcji okre$lonej wzorem f (x)=——7——(15—9 nie nalezy
X —06x+
liczba:

A) 1, B) -3, O) 3, D) 1.

Zad. S. (1 pki) Kwadratem dwumianu jest wyrazenie:
A) ¥ -5x+6, B) x2-2V3x+3, C) x’+6x-9, D) —x*-2x-9.

Zad. 6. (1 pkt) Przeciwleglymi wierzchotkami prostokata sa punkty A=(—1,13)
i C=(5,7). Promien okregu opisanego na tym prostokacie jest rowny:
A) 10, B) 62, C) s, D) 3v2 .

Zad. 7. (| pkt) Rada Polityki PienigZnej zmniejszyla stopg procentowa z 5% do 4%, wiec
stopa procentowa zmalata o:

A) 1 punkt procentowy, B) 4 punkty procentowe, C) 0,5 punktu procentowego,
D) 40 punktéw bazowych.

Zad. 8. (i pkt) Jezeli f(x)=2x,to rozwigzaniem réwnania f(x)= f %x—-B) jest liczba:
A) -6, B) -12, ) 6, D) 3.

Zad. 9. (! pkt) Proste o rownaniach x—2y=5 i x+2y=17 przecinaja si¢ w punkcie
o wspotrzednych:
A) (22,3), B) (11,6), O) (22,3), D) (11,3).

A

=]

Zad. 10. (1 pht) Srednia arytmetyczna stu danych liczb,
przedstawionych na diagramie obok, jest réwna:

liczebnosé
w B W
<

0
543 B
A) = B) 1,2, o) 1,7, D) 1,8. 20
10 - R

0 1 2 3 X

Zad. 11. (1 pkt) Kula A ma objegtos¢ rowna 10, a kula B objetos$¢ 80. Promien kuli B jest
wigkszy niz promien kuli A:
A) 2 razy, B) 8 razy, C) 4 razy, D) V2 Tazy.

Zad. 12. (! pkt) Wartos¢ wyrazenia sinl17°-cos73°+cos17°-sin73° jest rOwna:

1
A) 0, B) . o 1, D) 2.
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2 —
Zad.13. (1 pkt) Jezeli x__+2%§=5 , to x jest rdwne:
x—.

A) 1, B) 4, C) 7, D) 9.
Zad. 14. (1 pki) Jezeli ciag (a,) okre§lony jest wzorem a, =(—1)" 2n-1 , to drugim

i piatym wyrazem tego ciagu sa odpowiednio liczby:

32 m3ild g3% p 38

2 5 2 5 2 5 2 5

Zad. 15. (1 pkt) Osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej f okre$lonej wzorem
f(x)=x*+bx, jest prosta o rtownaniu x =8, gdy warto$é b jest réwna:
A) -10, B) 20, C) -16, D) -8.

Zad. 16. (I pkt) Wykres funkcji okreslonej wzorem y = (x—3)’ —5 ma jeden punkt wspol-
ny z prosta o rOwnaniu:
A) y=0, B) y=-6, C) y=-5, D) y=35.

Zad. 17. (I pkt) Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji okreslonej wzorem y=|x|. Wykres
funkcji y=2-|x| jest przedstawiony na rysunku:

A)

; ) ) ; )
J

1 ' I

! '

; | | !

B e S

X

i
1
'

Zad. 18. (! pkt) O zdarzeniach losowych 4 i B, zawartych w przestrzeni Q , wiadomo ze
Bc 4, P(4)=0,6 i P(B)=0,4. Wtedy:
A) P(AUB)=1, B) P(4UB)=06, C) P(AUB)=04, D) P(AUB)=0,2.
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Zad. 19. (1 pkt) Jesli punkty O i P sa srodkami okrggow
(rysunek obok) 1 kat APR ma miar¢ 140°, to miara kata o
jest rowna:

A) 30°, B) 40°, C) 70°, D) 35°.

Zad. 20. (I pkt) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawe¢dzie boczne majg
dhugo$é 5, a kat ptaski Sciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa ma miarg 45°. Pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa jest rowne:

A) 3042, B) 202, C) 402, D) 25v2.

Zad. 21. (2 pkt)) Rozwiaz nierdwnos¢ ¥ +6x-7<0.

Zad. 22. (2 pkt)) Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu ma dhugos$¢ 12. Oblicz dlugosci

1
podstaw tego trapezu, jezeli stosunek ich dlugosci jest rowny 3

Zad. 23. (2 pkt) Uzasadnij, ze ciag (a,) okre§lony wzorem a, =
arytmetycznym.
Zad. 24. (2 pkt.) Uzasadnij ze liczba a, taka ze a =3" + 3" +3™7?  jest podzielna przez 13.

jest ciagiem

Zad. 25. (2 pkt) W naczyniu jest 5 litrbw wody o temperaturze 80°. Oblicz, ile litrow
wody o temperaturze 20° nalezy dola¢ do naczynia, aby otrzyma¢ wode¢ o temperaturze
50°C.

Zad. 26. (2 pht)) Kupiec zyskatl na pewnej transakeji tyle procent, ile zlotych w nia zain-
westowal, podwajajac tym samym ceng kupionego towaru. Oblicz t¢ nowa warto$¢ to-
waru.

Zad. 27. (4 pkt) Powierzchnia boczna stozka po rozcigciu wzdhuz tworzacej 1 ulozeniu
na plaszczyznie jest potkolem o promieniu 6. Oblicz kat & miedzy tworzaca / a wysoko-
scia h tego stozka.

Zad. 28. (4 pkt) Koszt wykopania pierwszego metra studni jest rowny 100 zl, a za wyko-
panie kazdego nastepnego metra trzeba zaplaci¢ o 10 zI wigcej niz za wykopanie po-
przedniego.

a) Oblicz koszt wykopania pigtnastego metra studni.
b) Oblicz $redni koszt wykopania jednego metra studni o gigbokosci 9 m.
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Zad. 29. (5 pkt) Prostaloréwnaniu Sx+4y—20=0 przecina 0§ x w punkcie 4 oraz o$ y
w punkcie B. Oblicz wspoélrzedna punktu C, lezacego na osi x, wiedzac Ze odcieta punk-
tu C jest wigksza od odcigtej punktu A oraz pole trojkata ABC jest réwne 30.

Zad. 30. (5 pki) Wyboru jednego uczestnika wycieczki uczniow z dwoch klas pierw-
szych planowano dokona¢ losowo, rzucajac moneta. Jezeli wypadlby orzel, to bedzie
losowany numer ucznia z klasy Ia, a gdyby wypadta reszka, to losowo wybieramy ucznia
zklasy Ib. W kiasie Ia bylo dziesig¢ dziewczat i dwudziestu chtopcédw, a w klasie Ib byto
osiemnascie dziewczat i dziesieciu chlopcow. Oblicz prawdopodobiefistwo:
a) zdarzenia A4, Ze na wycieczke pojedzie dziewczyna,

b) zdarzenia B, Ze na wycieczke pojedzie chlopiec.

Odpowiedzi i wskazéwki do zadaini zamknietych — Arkusz 5.

Nrzad.| 1. | 2. 3. | 4. S. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12.| 13,
Odp. | C | B A C B D A A D C A C A
Nrzad.| 14.| 15.( 16.| 17.| 18.| 19. | 20.
Odp. | A | C C B B D D

12, " fuzowhka. cos73°=sinl7°, sin73°=cos17°.

Skrécony schemat punktowania zadain otwartych — Arkusz 5.

Nr zad. | Zdajacy: Punkty
21 1° obliczy pierwiastki réwnania x*+6x—7=0, (x,==7, x,=1) 1
(2 phi) 2° poda odpowiedz. (xe(-7;1)) 1
22 1° zapisze warunki zadania i skorzysta z wlasnosci $rodkowej trapezu,
b 1 a+b
(3 }')kl.) a+b__12 (;—5, T—IZ) 1
2° rozwiaze uklad réwnan b2 . (a=16, b=8)| 1
a 2
o . . 3-2n
23 1° napisze wzor na wyraz a,.,,, (a,,= 3 ) 1
(° pht) | 2° wykaze, ze rdznica r=aq,,, —a, = const . (r=—§) 1
24 1° zapisze liczbg a korzystajac z twierdzenia a™*"™ =4"-a™
(2 pki) i wyciagajac wspoélny czynnik przed nawias, (a=13-3") I
-} vk

2° wyjasni, ze liczba 3" jest liczba naturalna, a iloczyn liczby naturalnej
i liczby 13 jest podzielny przez 13.
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25 1° utozy réwnanie 5-80+ x-20=(5+x)-50, gdzie x to liczba litrow wody
(2 pkt) o temperaturze 20°,
2° rozwigze rOwnanie 1 poda odpowiedz. (x=35 litrow)
26 1° zauwazy, ze cena po podwyZce wyraza si¢ wzorem l—go--x+x , gdzie x to
2 pkt) cena pierwotna towaru i x€ R* oraz zapisze réwnanie &-x+x =2x,
2
2° rozwigze rOwnanie kwadratowe {—:)B =x 1 poda nowa warto$¢ towaru. (200 z1)
27 1° narysuje stozek i zauwazy, Zze promien pdlkola
(+ phi) jest tworzaca / stozka,
2° wyznaczy promien podstawy stozka z réwnosci —%-27: -6=2xr, (r=3)
3° obliczy kat a, korzystajac z funkcji trygonometrycznej w trojkacie 40S
(sina=§). (0 =30°)
28 1° zauwazy, ze koszty kolejnych metréw wykopywanej studni tworza
(+ pkt) ciag arytmetyczny (a,), w ktorym q, =100, r=10,
2° obliczy warto$¢ pigtnastego wyrazu ciagu (a, ), (a5=240)
3° zauwazy, ze §redni koszt wykopania studni 9-metrowej jest réwny % )
4° obliczy $redni koszt wykopania jednego metra studni 9-metrowe;j. (140 zb)
29 1° obliczy wspotrzedne punktéw 4 i B,
2° wykona rysunek
(3 pkt)

i przyjmie oznaczenia,

3° zauwazy, ze wysokosC i trojkata ABC jest rowna 5 oraz obliczy dlugosé
podstawy AC tréojkata ABC, wiedzac ze P, =30, |_A§]_-5=30’ (l4Cl|=12)

4° obliczy wspdlrzedne punktu C. (C=(16,0))
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30 1° zauwazy, ze doswiadczenie jest dwuetapowe, 1
(5 pkt) 2° sporzadzi drzewo ilustrujace to do§wiadczenie i zapisze odpowiednie
prawdopodobier’lstwa na gateziach drzew, 2

LN\
/\so zs/\s

3° obliczy P(A) i P(B):

_L119 _41
PlA)y=—-2+2 70 (P(A)—8—4)

12 15 43
POt (PB=)] 2

ARKUSZ 6.
(W zadaniach od 1. do 20. wskaz jednq odpowied? poprawngq.)

Zad. 1. (1 pkt) Jezeli n jest liczba dodatnia, to wyrazenie v4n —+/n jest rdwne:

A) Vn, B) V2n, C) V3n, D) 2.
Zad. 2. (1 pkt) W 700 g wody rozpuszczono 300 g soli. Stezenie tego roztworu jest rowne:
A) 25%, B) 30%, C) 40%, D) 70%.
Zad. 3. (I pkt) Jezeli x*—y*=12 i x—y=3, to suma x+y jest robwna:
1
A) 9, B) 15, C) 4, D) rk
) 4
Zad. 4. (1 pkt) Ramiona kata o wierzchotku O przecigto dwoma pro-
stymi rownolegtymi. Jesli dlugosci odcinkéw sa takie, jak podano na X
rysunku obok, to: 4
A)x=3, B)x=8 O x=12, D)x=16 051

Zad. 5. (1 pkt) Wykres funkcji f(x)= —(%) jest przedstawiony na rysunku:

B VA C) | |
i ; H ; ; } ! | ! . J
B A S A s A 1 1 H i H
Co o (1 b
RO SNV Y VRO S SRR T S S
T ¥ 1 H H
1 H ]
H !
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Zad. 6. (1 pkt) Przedziat (I; +<0) jest dziedzing funkcji:

1 x?
A = +x, B = ,
) F@)= At ) 1=
C) f(x)=—l—l+JE, D) f(x)=vVx—-1++x.
x—
3 A4 A5
Zad. 7. (1 pkt) Jezeli —26——=2", to liczba n jest rowna:
A) 2, B) 6, O) 10, D) 54.

Zad. 8. (1 pkt) Okregi o promieniach 6, 4 i 2 s3 wzajemnie styczne zewngtrznie. Obwod
trojkata wyznaczonego przez Srodki tych okregdéw ma dlugosc:
A) 12, B) 12z, C) 18, D) 24.

Zad.9. (1 pkt) Liczby x-1, 418 (w podanej kolejnosci) sg pierwszym, drugim i trzecim
wyrazem ciggu arytmetycznego. Wowczas liczba x jest réwna:
A) 1, B) 3, C) -1, D) -7.

2sinax—coso

Zad. 10. (1 pky) Jezeli tgax =3, gdzie 0° <a <90°, to warto§¢ wyrazenia

coso + 2sinQ
jest rowna:
2 3 5 7

Zad. 11. (1 pkt) Réwnaniem okregu o §rodku S =(1,—2) i promieniu =3 jest:
A) (x=1¥+(y+2) =3, B) (x+1F+(y-2) =3,
O) (x-1¥+(y+2)Y =9, D) (x+1Y +(y—-2) =9.

Zad. 12. (i pkt) Kwadrat ABCD wpisano w okrag o promieniu 8.
Pole figury zacieniowanej na rysunku jest rOwne:
A) 64r, B) 32n, C) 16r, D) 32.

Zad.13. (1 pkt) Jezeli punkt O jest srodkiem okregu
(rysunek obok), to miara kata & jest rowna:

A) 90°, B) 60°, C) 50°, D) 30°.
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Zad. 14. (1 pkt) Stosunek objgtosci dwoch szesciandw jest rowny 2, wigc stosunek diu-
gosci krawedzi tych szescianow jest rowny:

A) 2, B) V2, C) 2, LA
E5|—p
Zad. 15. (1 pkt) Liczby sprzedawanych telewizoréw 24 -
przedstawiono na diagramie obok. Dominanta = 3
(moda) liczby sprzedanych telewizor6w dziennie jest 2 -—xﬁﬁt u il
rowna: L HHe ot Heo—
AL, B2 ©3 DS ST

61 2 3 4 5 Xx

liczba sprzedanych telewizoréw

Zad. 16. (| pkt) W rzucie dwiema kostkami do gry otrzymano w sumie 4 oczka. Prawdo-
podobienstwo tego zdarzenia jest rowne:

1 1 1 1
A) — B) —, —, —.
) 9’ ) 12 O 18 D) 36
Zad. 17. (| pkt) Jezeli log2=0,3011 log3=0,477,t0 logl2 jest rowny w przyblizeniu:

A) 0,079, B) 0,778, C) 1,079, D) 1,080.

Zad. 18. (1 pkt) Wysoko$¢ walca jest rowna 12, a dlugo$¢ érednicy jego podstawy 8. Pole
powierzchni bocznej walca jest rowne:
A) 48w, B) 80r, C) %nr, D) 192

=
>

Zad. 19. (I pkt) Na wykresie obok przedsta-
wiono zalezno$é rozpuszczalno$ci w wodzie
dwutlenku wegla (CO,) od temperatury.

W 100 g wody o temperaturze 10° mozna
maksymalnie rozpusci¢ dwutlenku wegla:

A) 0,1g, B) 0,2 g,
C)03g, D)035g

=
>

o

+ H

7 H i

1 : i

H H :

i 1

|

i i

T ¥

!

i

i N

i r

+ 4
H :

i 1 :

.

i

e
o

o
—

rozpuszczalno$¢ CO, [g/100 g wody]

T~k

b

0 10 20 30 40 50 60
' temperatura [°C]

Zad. 20. (1 pkt) Jezeli liczby 5%, 5% x, sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego, to x jest rOwne:
A) 54 B) 54013 C) 52013 D) 52001
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Zad. 21. (2 pkt.) Obwdd czworokata wypuklego ABCD jest rowny 50 cm. Oblicz dlugosé
jego przekatnej BD, jezeli obwod trojkata ABD jest rowny 46 cm, a obwod trojkata BCD
rowny 36 cm.

Zad. 22. (2 pkt.) Uzasadnij, ze sin®*a—cos*a=1-2cos’ e, gdy 0°<ax <90°.

Zad. 23. (2 pkt.) Koncern paliwowy obnizyl w jednym tygodniu ceng benzyny o 20%,
a nastepnie o 10%. Po obu tych obnizkach cena jednego litra benzyny kosztowata 3,42 zi.
Oblicz ceng pierwotna benzyny.

Zad. 24. (2 pkt) Oblicz najmniejsza wartoéé funkcji kwadratowej f(x)=x>—6x+1
w przedziale (0;1).

Zad. 25. (2 pkt.) Kazdej liczbie naturalnej dodatniej parzystej n, gdy n <10 , przyporzad-
kowano liczbe, ktora jest rOwna jej polowie pomniejszonej o 3. Napisz wzor tej funkcji,
jej dziedzing 1 zbior wartosci.

Zad. 26. (4 pk1) Prosta o réwnaniu y=x+3 i okrag o réwnaniu x’+(y—3) =18 prze-

cinaja si¢ w punktach 4 i B. Oblicz dlugos¢ cigciwy 4B.

Zad. 27. (4 pkt.) W prostopadio$cianie przekatna Sciany bocznej o dlugosci 8 cm tworzy
z krawedzia podstawy kat 45°, a przekatna p prostopadto$cianu tworzy z plaszczyzna
podstawy kat 30°. Oblicz dlugos¢ przekatnej p prostopadtoscianu.

Zad. 28. (6 pkt) Rozwiaz rownanie (2x+1)+(2x+4)+Q2x+7)+...+(2x+28)=155,
wiedzac ze skladniki sumy po lewe;j stronie sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

Zad. 29. (6 pkt.) Sposréd punktéw o wspétrzednych (x, y), gdzie xe {1,2,3}1 ye {2,4},
losowo wybrano dwa punkty. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia 4, ze wybrane dwa
punkty leza na prostej o rownaniu y=2x.

Odpowiedzi i wskazdéwki do zadan zamknigetych — Arkusz 6.

Nrzad.| 1. | 2, 3. 4. S. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12.| 13.
Op. | A | B C D A A B D A C C B C

Nrzad.| 14.| 15.| 16.| 17.| 18.| 19. | 20.
Odp. | A| B B C C B C




11. Przyklady arkuszy egzaminacyjnych 257

Skrécony schemat punktowania zadan otwartych — Arkusz 6.

Nr zad. | Zdajacy: Punkty
21 1° wykona rysunek i przyjmie D
(C pht) oznaczenia,
A C
1
B

2° zapisze rownosci wynikajace z warunkéw zadania i rozwiaze uktad réwnan
|4B|+|BD|+|DA4| = 46
|DB|+|BC|+|CD|=36 . (|DB|=16 cm) 1
|AB|+|BCl+|CD|+|DA| =50

22 1° zapisze roznice sin*a—cos*o w postaci

(2 pkt) iloczynu (sin2a+cosza)(sin2a—-cosza), 1
2° wyznaczy warto$¢é wyrazenia, korzystajac z wzoru sino+cos’a=1.
(1-2cos’a) 1

23 1° przyjmie oznaczenia, np.:

2 pht) x — cena jednego litra benzyny przed obnizkami,

%x — cena jednego litra benzyny po pierwszej obnizce,
30 80 . . . . ..
100 100 @ jednego litra benzyny po drugiej obnizce, 1

2° zapisze robwnanie 0,9-0,8x=3,42 i je rozwiaZe. (x=4,7521) 1

24 1° obliczy wartoéci £(0) i f(1), (f(0)=1, f(1)=-4) 1
(7 pht) 2° obliczy odcigta x, wierzchotka W paraboli, gdzie x, =;—b ,ezyli x, =3,
a

i zauwazy, ze 3e{0;1). Zatem f(1)=-4 jest najmniejsza wartoscia

funkcji f'w przedziale {0;1). (Y =—4) 1
25 1° zapisze wzér funkcji f(n), (f(n)=—12—n—3) 1
( pht) 2° poda dziedzing D, funkcji fi zbior wartosci Y, funkcji f,
(D, ={2,4,6,8,10}, ¥, ={-2,-1,0,1,2})| 1
2 2
26 | 1° rozwinze uklad rownan {* O3 =18, {x‘ , {xz 2
y=x+3 »=0 y;=6
(4 pl\{) 2° poda WSp()h’Zane punktc')w Ai B, (A = (_39 0)9 B= (3v 6)) 1

3° obliczy diugoéé odcinka AB. (J4B=6v2Z)| 1
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1° wykona rysunek i przyjmie oznaczenia,

27
Al
(4 pkt)
A
2° zauwazy, Ze trojkat BCC, jest trojkatem prostokatnym i réwnoramiennym
(bo |¥C,BC|=45°), w ktorym b=h i h=|_B;f}5|0, (h=42)
sin
3° obliczy dtugosé¢ przekatnej p, korzystajac z funkeji trygonometrycznej
w prostokatnym trojkacie D,DB , skad sin30°= 11- (p=8J2)
P
28 1° zauwazy, Zze w ciagu arytmetycznym a, =2x+1, r=3,
(0 phi) | 90 napisze réwnosé 4+, n=S§, czyli 2x+1+22x+28n =155, ((2x+2—29)n =155)
3° zapisze wzér a, =a,+(n—1)r wpostaci 2x+28=2x+1+(n-1)-3, (3(n-1)=27)
3(n—-1)=27 =10
4° rozwiaze uktad réwnat ( SN )n _1s5 ipoda odpowiedz. ({,1)
2 2
1° napisze wspdtrzedne punktow (x, y), gdy xe{1,2,3} i ye {2,4},
2 spryjajace zdarzeniu A: (1,2), (1, 4), 2, 2), (2,4), 3, 2), G, 4),
(0 pkt)

2° zauwazy, e istnieje sze$é punktéw, z ktoérych wybiera As A,
dwa punkty na tyle sposobéw, ile jest w sumie

A A
n=-3 Y. 6 3
przekatnych ( 3 n] 1 bokow (n)
. A 1 A 2
wiclokata A A, A; 4,454,
3° obliczy liczbg zdarzen mozliwych, gdzie Q=" -3 n+n, (3 =15)

4° sprawdzi, ktore z sze§ciu punktow leza na prostej o réGwnaniu y =2x,

((1,2),(2,4))
5° obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4, gdzie 4={(1,2),(2,4)},

czyli tylko jedna para punktéw spelnia warunki zadania. (P(A)= I%)
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Arkusze: 7., 8. i 9. opracowano na warsztatach zorganizowanych przez pania
Urszul¢ Krzyzykowska — konsultanta CEN w Gdansku.

ARKUSZ 7.
(W zadaniach od 1. do 22. wskaz jedna poprawnq odpowiedz.)

Zad. 1. (! pki) Wierzcholkiem paraboli o réwnaniu y =2x> —3 jest punkt o wspotrzednych:

A) (3, 0)9 B) (Oa 3)3 C) (_'3’ 0)5 D) (09_3)
Zad. 2. (i pkt) Jezeli liczba b stanowi 30% liczby a, to:
10
A)a=2b, B)a=ib, C) a=—0b, D)a=lb.
3 10 7 10

Zad. 3. (i ph1) Wartos¢ cosinusa kata o w trojkacie (rysunek obok)

jest rdwna: 5 1
2
A)g, B)?, C) -~ D) V2.

J2

Zad. 4. (1 ptt) Jezeli w ciagu geometrycznym (a, ) wyraz pierwszy jest rtowny 6, a drugi
wyraz ma warto$¢ 3+/2 , to czwartym wyrazem ciagu jest liczba:

342
A) 6v2, B) 3, C) V6, D)T.
Zad. 3. (1 ki) Okrag o Srodku w punkcie S =(3,—1) i promieniu » =2 okresla rownanie:
A) (x+3)Y +(y-1)' =42, B) (x-3)" +(y+1)* =4,
O) (x+3) +(y-1)Y =4, D) (x-3)+(y+1) =+2.

Zad. 6. (! pk1) Rozwiazaniem nieréwnosci (2x—1)(—x—-3)<0 jest zbidr:
A [L:3) By [—ex Jue) of-31) by os-3)0fL;
29 N s 2 s s ’ 2 . ’ 2 > .

Zad. 7. (1 pkt) Prawdopodobienstwo wyrzucenia dokladnie dwoch reszek w trzech rzu-
tach symetryczna moneta jest rowne:
2 1 3 1
A) —, B) —, C) —, D) —.
) 3 ) 5 ) 2 ) 2
Zad. 8. (| pkt) Warto$¢ wyrazenia («/5 —-J6 )2 jest rowna:
A) —4-443, B) —4, C) 8443, D) 8.
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Zad. 9. (1 pkt) Na osi liczbowe) x przedstawiony jest zbior rozwiazan nierdwnoSci:
A) |x+1<2, B) [x-1=22, e
O) |x+1=2, D) |x-1]<2. 3 01

:')x

Zad. 10. (I pkt) Jezeli wielomiany W (x)=x>-2x+2 i ¥V (x)=x" -8, to wielomian
P(x)=W(x)-V(x) jest rtowny:
A) x®-2x*-6x’+16x-16, B) x* -2x*-6x*+16x-16,
C) x®-2x*-6x’-16x-16, D) x®—2x*—10x* +16x-16.

Zad. 11. (1 pkt) Jezeli dlugosci przekatnych rombu sa w stosunku 2:3, a jego pole jest
rowne 12, to bok rombu ma dhugos$¢:

A) V10, B) V13, C) 5, D) 2J13.

Zad. 12. (1 pkt) Rozwiagzaniem réwnania :_3 =3 jest liczba:
x
4

A) 4, B)1, O) "3 D) -2.
Zad. 13. (1 pkt) Funkcja okreslona wzorem f(x)=(2-3m)x+2 jest malejaca, gdy:

A)m<z, B)m<—z, C)m>£, D)m>——2—.

3 3 3 3

Zad. 14. (| pkt) Prostg prostopadla do prostej o réwnaniu 2x— y+5=0 okre$la rownanie:
A) y=—%x+6, B) y=-§—x—1, C) y=-2x+6, D) y=2x-1.

Zad. 15. (I pki) Jezeli objgtos¢ szescianu jest rowna 24, to przekatna tego szeScianu ma
dlugosé:
A) 243, B) 2-49, C) 2-3°, D) 6.

Zad. 16. (I pkt) Jezeli ctgar =2 —1 oraz o jest katem ostrym, to tgor ma wartoéé:

A) V2+1, B) V241 C) —V2+1, D)-@.

3 3

Zad. 17. (I pkt) Kat wpisany oparty na tuku dlugosci % okregu, ma miarg:
A) 40°, B) 60°, C) 120°, D) 240°.

Zad. 18. (1 pkt) Ciag (a,) okreflony wzorem a, =§—2 ma wyrazéw dodatnich:
n

A) nieskonczenie wiele,  B) pie¢, O) cztery, D) trzy.
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Zad. 19. (! pkt) Pole kuli o promieniu r =7 cm, gdy 7« = % , jest rGwne:

A) 44cm?, B) 154 cm?, C) 616cm?, D) 1437 cm?.
Zad. 20. (1 pkt) Mediana zestawu liczb 4, 1, 5, 7, 2, 2 jest:

A) 7, B) 6, 03, D) 2.

Zad. 21. (I pkt) Liczba log40+2log5 jest rowna:
A) logé5, B) 3, C) 2log45, D) 1000.

Zad. 22. (| pkt) Liczba r6znych pierwiastkow wielomianu W{(x)= (x2 —4Xx2 —4x+ 4)
jest rowna:
A) 4, B) 3, 0) 2, D) 1.

Zad. 23. (2 pkt.) Punkty 4=(-1,3) i B=(0,5) sa kolejnymi wierzchotkami kwadra-
tu ABCD. Oblicz dlugos¢ jego przekatne;.

Zad. 24. (2 pki) Rozwiaz nieréwnoéé —%xz +2x+30<0.

+2, d <-1
Zad. 25. (2 pkt.) Sporzadz wykres funkcji f(x)= ¥ 8y ¥ :
=2x-1, gdy x>-1

45-(—2)2«/5.
+(
2

Zad. 27. (2 pkt) Rozwiaz réownanie x° +x*>-x~1=0.

Zad. 26. (2 pkL) Oblicz

Zad. 28. (2 pkt) W trojkacie rbwnoramiennym ABC, w ktorym |AC|=|BC|, dtugosé
dwusiecznej AD jest rowna dhugosci odcinka CD. Oblicz miary katéw trojkata ABC.

Zad. 29. (5 pkt.) Liczba dwucyfrowa n, jej podwojona cyfra jednosci oraz jej podwojona
cyfra dziesiatek sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Podaj wszystkie liczby n
spetniajace ten warunek.

Zad. 30. (6 pkt.) W trapezie prostokatnym dtuzsze ramig dtugosci 342 cm jest prostopa-
die do kroétszej przekatnej oraz kat ostry trapezu ma miarg 30°.
a) Sporzadz rysunek trapezu.
b) Oblicz pole trapezu.
¢) Oblicz dlugos¢ dluzszej przekatnej trapezu.
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Zad. 31. (5 pkt.) Funkcja kwadratowa postaci f(x)=ax® +bx+c, gdzie a # 0, przyjmu-
je warto$¢ najwigksza fyax =2 dla argumentu x=-1. Wiedzac, ze wykres funkcji

y = f(x) przechodzi przez punkt P =|+/3 -1, _;_]
a) napisz wzor funkcji f w postaci kanohicznej,

b) oblicz miejsca zerowe funkcji 1 naszkicuj wykres y = f(x).

Opracowali: Katarzyna Zebrowska, Krzysztof Ciechowski, Adam Gzela.

Odpowiedzi i wskazéwki do zadarn zamknietych — Arkusz 7.

Nrzad.| 1.[2.[3.[4.[5]6 |7 8 [9.]10. [11.[12.]13.[14.]15.]16. [17.
op. | D|A|B[(D|B|{D|Cc|c|cl|AaA|B|D|c|A|Cc|A|B

Nrzad. | 18.|19.|20.(21.|22.
Odp. | D(C|C|B|C

Odpowiedzi do zadan otwartych

23. Przekatna d =+/10. 24. xe (—00;6)U(10;+ o). 26. 2.
27, x,=-1, x,=—1, x,=1. 28. 72°, 72°, 36°. 29, n=14 lub n=28.
30. Przekatna d =——12—4= 285. 31. x,=1, x,=-3.

ARKUSZ 8.

(W zadaniach od 1. do 23. wskaz jednq poprawnq odpowiedz.)

1 1

Zad. 1. (1 pkt) Jezeli a=277, b=273, ¢=27%, d =27 3, to zachodzi relacja:
A) a<b<c<d, B) d<a<b<ec, C)a<d<bzcc, D)c<a<dc<b.

Zad. 2. (1 pkt) Tloczyn ¥7 -87-¥/49 jest rowny:
A) 72, B) 7, O V7, D) ¥7.

Zad. 3. (1 pkt) Liczba log,, 6+logg 2 jest rowna:

2 5
A) =, B) =, C)s. D) 8.
) 3 ) & ) )
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Zad. 4. (1 pkt) Rownos¢ x* —3xy—xy+3y? =(x—yXa—>b) jest prawdziwa dla kazde;
liczby rzeczywistej x i y, gdy:
A) a=1,b=3y, B)a=x%b=3, Ca=1,b=x*, D)a=x* b=3y.

Zad. 5. (1 pkt) Zbiér wyrozniony kolorem na osi liczbowej x (rysunek obok) jest zbiorem
rozwigzan nieroOwnosci:
A) |x-1|=3, B) |x+123,
C) [x-1<3, D) |x+1<3.

Zad. 6. (1 pkt) Zbiorem rozwiazan nierdwnosci 2—-1—;—Ji >0 jest przedziatk:

A) (_°°;_5)3 B) (—°°; 5)5 C) (_5;+°°)’ D) (5;+°°)°

Zad. 7. (1 pkt) Rozwiazaniami réownania 8x* +8x—6=0 sa liczby:

A)-12i4, B) 4i12, 0) -% i

Ly D) L i3,

2 2

Zad. 8. (! pkt) Kwote 1000 zI wptacono na lokatg oprocentowana 7% w skali roku. Zatem
po roku na koncie bgdzie kwota:

A) 1210 zi, B) 1070 zt, C) 1146,13 zi, D) 1225,04 zi.
o
Zad. 9. (1 pkt) Dziedzina funkcji f, ktorej wykres przed- bl Al
stawiono na rysunku obok jest przedziat: AR
A) (_ 3; 7) s B) (F 3a 7)’ - I~V -
>
O (-2;4), D) (-2,2). T

Zad. 10. (1 pkt) Wierzcholek paraboli o rownaniu y =-2(x+ 4Y -1 ma wspoélrzedne:
A) (_45_1)5 B) (“431)5 C) (_154)9 D) (49_1)

Zad. 11. (1 pkt) Wykres funkcji y =(m—1)x+3 przecina 0§ x w punkcie o wspdtrzednych
(6,0), gdy: | )
A) m=2, B) m=~, C) m===, D) m=-2.

Zad. 12. (1 pkt) Réwnaniem okregu o $rodku S =(-3,1) i promieniu =5 jest:
A) (x+3)+(y-1)’ =5, B) (x—3)*+(y+1)* =25,
C) (x+3)’ +(y-1)* =25, D) (x-3) +(y+1)* =5.
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Zad. 13. (1 pkt) Jezeli punkt C jest §rodkiem odcinka 4B, gdzie 4=(3,-2) i C=(1,0),
to punkt B ma wspoélrzedne:
A) (29_1)5 B) (1,—2), C) (_132)9 D) (_13_2)'

Zad. 14. (1 pkt) W klasie humanistycznej liczacej 30 uczniéw $rednia ocen z matematyki
Jest rowna 3,4. Jesli uczen z oceng celujaca przeniesie si¢ do klasy matematyczno-fizycz-
nej to $rednia ocen (po zaokragleniu do 0,1) z matematyki w tej klasie bedzie réwna:

A) 3.1, B) 3.2, C) 3,3, D) 3,4.

Zad. 15, (i pkt) W tabeli obok
podano diugoéé snu uczniow Liczbagodzinsnu | 6 | 7 | 8 | 9 [10] 11
pewnej klasy. Mediang zestawu Liczba wskazaf 316 l12l6 1211
tych danych jest:
A)7, B) 8, 0) 9, D) 11.

Zad. 16. (i pkt) W skarbonce Maciusia jest pie¢ monet pigciozlotowych, dwie monety
dwuziotowe, jedna moneta jednozlotowa i dwadzie$cia dwudziestogroszéwek. Chiopiec
trzgsie skarbonka. Jezeli prawdopodobienistwo wypadnigcia kazdej z monet jest takie samo,
to prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze pierwsza wypadnie dwuzlotéwka jest rowne:

1 1 13
A) —, B) —, C) —, D) 2.
)14 )4 )14 )

Zad. 17. (I pkt) W ciagu arytmetycznym (a,) liczba ujemna -3 jest pierwszym a liczba
7 szostym wyrazem tego ciagu. Suma dwunastu poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest
rowna:

A) 606, B) 96, C) 48, D) 24,

n’ -5

Zad. 18. (I pkt) Piaty wyraz ciagu (a,) okre§lonego wzorem a, =(-1)"-
rowny:
A) =25, B) —20, C) -4, D) 4.

jest

Zad. 19. (! pkt) Pole tréjkata o bokach dhugosci 1 cm, 2 cm, +/5 cm jest rowne:
A) lecm?, B) V5 cm?, C) 245 cm?, D) (3+«/§)cm2 .

Zad. 20. (1 pkt) Drzewo rosnace na duzej polanie ma 15 m wysokosci. O godzinie 16-tej
rzuca cierl o dlugosci 20 m. Wartos¢ sinusa kata, jaki tworza promienie stoneczne z po-
wierzchnia ziemi, jest rOwna:

3 3 4 5
A) —, B) —, C) —, D) —.
) 5 ) 2 ) 5 ) 2
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Zad. 21. (! pkt) Kat o zaznaczony na rysunku obok ma miare:
A) 10°, B) 20°,
C) 55°, D) 70°.

Zad. 22. (I pkt) Przekatna prostopadloscianu o wymiarach
2x8x6 ma dhugosc:

A) V102, B) V104, C) V106, D) 108.

Zad. 23. (! pkt) Objetos¢ stozka, otrzymanego w wyniku obrotu trojkata
(rysunek obok), wokoét prostej &, jest rowna:
5037 125v3n 225V3n

A)3,B)3,C)3

250427

; D
) 3

=-5.

Zad. 24. (2 pkt) Rozwigz rownanie
x+2

Zad. 25. (2 pkt) Wiedzac, ze sina=§ i e (0°90°) wyznacz cosox i tgor.

Zad. 26. (Z pkt) Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkc;ji f.
a) Podaj maksymalne przedziaty, w ktorych funkcja
jest rosnaca.
b) Naszkicuj wykres funkcji g(x)= f(x+2).

Zad. 27. (2 pki.) Ceng wycieczki do Egiptu w sezonie wakacyjnym podniesiono o 20%.
O ile procent nalezaloby obnizy¢ ceng tej wycieczki po wakacjach, aby kosztowala tyle
samo co przed wakacjami?

Zad. 28. (2 pkt) Pilka, odbijajac sig od ziemi, osiagata za kazdym razem wysoko$é rowna
—i— poprzedniej. Jak wysoko wzniosta sig pitka po pierwszym uderzeniu, jeéli po szo-
stym odbita si¢ na wysokos$é 32 cm? YA

Zad. 29. (2 pkt)) Na prostej & lezy punkt 4 =(4,—2) i punkt
B=(12,-6) ana prostej / leza takie punkty C i D, ze pro-

ste CA i DB sa réwnolegte (rysunek obok). Wykaz, ze %
co|=2l0c] .

Y
_4?3/
o J
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Zad. 30. (5 pkt.) Smiglowiec leciat z lotniska 4 do lotniska B zgodnie z kierunkiem wiatru
przez 3 godziny 45 minut. Droga powrotna, pod wiatr, trwala 4 godziny. Szybkos¢ wia-

tru w czasie przelotu byta rowna 10 % . Oblicz szybkos¢ wlasna Smigltowca oraz odle-
gloé¢ migdzy lotniskami 4 1 B.

Zad. 31. (4 pkt) Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu ma dlugos¢ 10 cm, a odcinek
laczacy $rodki przekatnych ma diugo$é 3 cm. Oblicz dlugosci podstaw trapezu.

Zad. 32. (¢ pkt.) Podstawa ostrostupa jest trapez ABCD o kacie ostrym miary 60°. Dlugo-
$ci ramion AD, BC sa rowne dhugosci krotszej podstawy CD trapezu, a obwdd trapezu
ma dlugos$¢ 20. Krawedz boczna SD ostrostupa jest jego wysokoScia 1 jest 3 razy wigk-
sza niz dluzsza podstawa trapezu. Oblicz objgtos¢ V ostrostupa.

Opracowaly: Elwira Furman, Anna Kleinschmidt, Bozena Kiedrowska, Anna Parankiewicz.

Odpowiedzi i wskazéwki do zadar zamknietych — Arkusz 8.

Nrzad.| 1.| 2.(3.|4.[5.|6.|7.[8|9.110.|11.[12.}13.|14.|15.|16.|17.
Op. | C{CIB|D|/A|C|C|D/AJA|B|C|[C|C|B|A|B

Nrzad. | 18.|19.}20.|21.|22.|23.
Odp. | C/A|A|CIB|B

Odpowiedzi do zadan otwartych

24. x=—z. 25. cosa=ﬂ, tga=@. 26. (—2;-1), (2,7).
6 5 21
2 km
27. O 16-5%. 28. 243 cm. 30. v=310T, s=1230km.
31. 7cmi 13 cm. 32. V=963
ARKUSZ 9.

(W zadaniach od 1. do 23. wskaz jednq poprawng odpowied?.)

Zad. 1. (1 pki) Warto§¢ wyrazenia (a—b)’ +2(a+b)Ya—b)-3(a+b) dla a=4 i b=-1
jest rowna:
A) 12, B) 28, C) 20, D) -43.
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Zad. 2. (1 pkt) Zbior wyrozniony kolorem na osi liczbowej x
(rysunek obok) jest zbiorem rozwigzan nierownosci:

A) |x| <1, B) |x|<1,
C) |x|>1, D) |x|=1.
- 1 2,1
Zad. 3. (1 pkt) Liczba 24 jest rowna:
g5
A) 1, B) 2°°, C) 2774, D) 27%4,

49 gdy X€e (—oo, _2)
Zad. 4. (1 pkt) Funkcja f okre§lona wzorem f(x)=1x, gdy xe(-2;3) jest

_ —x+7 gdy xe(3;+0)
rosnaca w przedziale:

A) R, B) (—e=;3), O) (-2;3), D) (3;+c0).

Zad. 5. (1 pkt) Funkcja okreslona wzorem f(x)=x’ —3x*+x—3 miejsc zerowych:
A) nie ma, B) ma jedno, C) ma dwa, D) ma trzy.

Zad. 6. (1 pkt) Wysoko$¢ trojkata réwnobocznego o polu 9+/3 cm?® ma diugosé:

A) ? cm, B) 33 cm, C) 6 cm, D) 36 cm.

Zad. 7. (1 pkt) Prosta prostopadla do prostej o rOwnaniu 2x—y—5=0 okreSlona jest
roOwnaniem:

A) 2x-y+5=0, B) y=—%x, O y=%x—5, D) -2x+y+5=0.
Zad. 8. (1 pkt) Dziedzing funkcji f(x)=-—— jest zbiér:
x —
A) (-2;2), B) R\{-2,2}, C) R\{2}, D) R.

Zad. 9. (1 pkt) Piatym wyrazem ciagu (b,) okreSlonego wzorem b, = 3-(-—%) jest:

N 5 3 ] .
)32’ )64’ ) 16° ) 32°

: 1. :
Zad. 10. (1 pkt) Jezeli coso =3 1 a € (0;90°), to warto$¢ tga jest rOwna:

A)?, B)—j’—g—, C) 22, D) 3.
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Zad. 11. (I pkt) Rozwiazaniem réwnania 5:_316 =3 jest liczba:
x
1 1
A) 5, B) 2, C) —, D) ——.
) ) ) 5 ) 5
Zad. 12. (I pkt) Liczba 2log.2+1log,9 jest rowna:
A) 2, B) 36, C) 2logg13, D) 2log,18.

Zad. 13. (1 pkt) Rozwigzaniem nieréwnosci E(x—l)s —32—x—2 jest zbidr liczb spehniaja-

cych warunek:

A) x<—ll, B) xS—l-l-, O x211, D)x>ll.
2 2 2 2

Zad. 14. (1 pkt) Zdarzenia 4 i B s3 zdarzeniami losowymi przestrzeni 2 oraz P(4)=0,3,
P(B)=0,4, P(AU B)=0,5. Prawdopodobiefistwo zdarzenia B\ 4 jest rowne:

A) 0,1, B) 0,2, C) 0,7, D) 0,8.

Zad. 15. (1 pkt) W tréjkacie ABC (rysunek obok) odcinek DE jest ¢
réwnolegly do boku AC oraz |4B|=5, |BD|=3, |AC|=8. Zatem P
dlugo$é odcinka DE jest rOwna:

4 7 3
A) 12, B) 4—, C) —, D) —.
) ) 5 ) 8 ) 4 A D B

Zad. 16. (| pki) Promieniem 7 i §rodkiem S okregu o réwnaniu x° + y*> ~4y~5=0 jest:
A) r=3, §=(0,-2), B) r=1, §=(0,2),

O r=1, §=(0,-2), D) r=3, §=(0,2).

Zad. 17. (1 pkt) Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (2—x)}(x+3)<0 jest:

A) (-3;2), B) (-3;2),
C) (=005 =3)L(2; +0), D) (—o0;=3)U(2;00).

Zad. 18. (1 pkt) Kat B (rysunek obok) ma miare: __5/5“}/\
A) 225°, B) 125°, S 70
C) 110°, D) 55°.

Zad. 19. (I pkt) Skwer o powierzchni 400 m* ma na mapie pole 2,50 m*, gdy skala
mapy jest rowna:

A) 1:80, B) 1:100, C) 1:160, D) 1:250.
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Zad. 20. (i pkt) Bok rombu o przekatnych 4 cm i 3 cm ma diugosé:
A) 2,5 cm, B) 5 cm, C) 6 cm, D) 6,25 cm.

y=3x-2

Zad. 21. (1 pkt) Rozwiazaniem ukltadu ré6wnan { jest para liczb (x, y), gdy:

2x+y=3
A) x=-1, y=-1, B)x=-1,y=1, C)x=1,y=-1, D)x=1,y=1.

Zad. 22. (1 pkt) Iloczyn dwoch kolejnych liczb naturalnych parzystych zawsze jest po-
dzielny przez:
A) 3, B) 4, O) 5, D) 6.

Zad. 23. (1 pkt) Marek jest teraz trzy razy starszy od swojego brata, a za rok bedzie od
niego dwa razy starszy. Zatem Marek ma obecnie lat:
A) 3, B) 4, C) 5, D) 6.

Zad. 24. (2 pki.) W sklepie komputerowym w ofercie bylo osiemdziesiat komputeréw,
a laptopy stanowity 10% wszystkich komputeréw. Oblicz, ile procent wszystkich kom-
puteréw stanowig laptopy, po sprzedazy pigciu laptopow.

Zad. 25. (2 pkt) Statek porusza si¢ z pradem rzeki z szybkoscia 18% , a pod prad
z szybkoscia 14 —k;l—n . Oblicz szybko$¢ wlasng statku i szybkos$¢ pradu rzeki.

Zad. 26. (2 pkt.) Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x)=x* +bx+c . Wyznacz
wspolczynniki b i c, jezeli wykres funkcja fjest symetryczny wzgledem prostej o réwna-
niu x =-1 oraz punkt P =(—3,12) nalezy do wykresu funkcji /.

Zad. 27. (2 pkt.) Oblicz, ile wyrazéw ciagu (a,) okreslonego wzorem a, =2n+7 jest
mniejszych od liczby 100.

Zad. 28. (2 pkt.) Rzucamy dwa razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarze-
nia A, ze dwa razy wypadnie liczba oczek parzysta lub niemniejsza od 5.

Zad. 29. (2 pkt.) Oblicz wysokos¢ h trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka B, gdy
A=(5,5), B=(-2,4), C=(-1,-3).
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Zad. 30. (4 pkt.)) Diagramy przedstawiaja wyniki ocen z matematyki w klasach drugich.
W ktorej klasie odchylenie standardowe jest wieksze? Odpowiedz uzasadnij.

Klasa II-a Klasa II-b
10 oo, ey 10
9 9
8 gt 8
:% 7 27
6 0 O — _— 6
¥ E I — - B
g ] 8 4T
N3 B - N 3-—‘. il - ~
=2 R e ——— S 2-‘"&§x‘§£ W T WIS
1"" 1 ~1 - i - 1___ '::: : | : . || L
0 — T ’ L' 0 [ SR
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
ocena occna

Zad. 31. (5 pkt.) Dhugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego réznia si¢ o 2. Oblicz
warto$¢ tangensa kata a lezacego naprzeciw dluzszej przyprostokatnej, jesli dlugosé
przeciwprostokatnej jest rtowna 2+/5 .

Zad. 32. (6 pkt.) Objeto§é ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 24 cm’,
a jego pole podstawy 9 cm? . Wyznacz miarg kata ¢ nachylenia krawedzi bocznej ostro-
stlupa do plaszczyzny podstawy.

Opracowaly: Czestawa Klein, Marta Dgbrowska, Elzbieta Kielpien,
Anna Mamprejew-Kwintkiewicz

Odpowiedzi | wskazéwki do zadan zamknietych — Arkusz 9.

Nrzad.[ 1./2.13.(4.|5.|6.|7. |8 ]9 |10, |11.]|12.[13.|14.|15.]|16.|17.
Olp. | BI|D{A|C|B|B|B|B|DIC|C|A|C|B|B[D|D

Nrzad.| 18.]19.(20.|21.(22.|23.
Odp. | B|C|A|D|BJ|A

Odpowiedzi do zadan otwartych

24, 4%. 25. Szybkos¢ statku 16 % , SZybkos¢ pradu rzeki 2 % .

26. b=2,c=9. 27. 46 wyrazow. 28. P(A)=g—. 29, h=5.

30. W klasie II-b (bo 1,65>1,21). 31. tgo=2. 32. a=75°.
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Wzor karty odpowiedzi do zadan zamKnig¢tych

A|B|C|D

a|o|o|ao
Oo|o|o|o
1 I I I O
0o |o|o
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o{o({g|o
O|oyo|0

I I O o I A
(oo |Qd
o(o|{o{d

gio|o{a

Ojof{0Of0O
o0 f(0(0O

O o(c|0o
o|o({oo
R I I I O O
(0 I O O
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O|o|o;Od

g(go(g|o
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B I I (N O I
I I I (N I I O
I I (N O

o(of{g|d

Nr
zadanta

1.

2.

3.

4,

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21,

22.
23.

24,
25.




